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Barban-Davenport-Halberstam 均值 和 (以 下 简称 “BDH 均值 
和 ") 是 涉及 大 得 法 应 用 和 算术 级 数 中 素数 分 布 的 一 个 重要 均值 
和 ,最 初 是 由 前 苏联 数论 学 家 M.B. Barban、 英 国 数论 学 家 H. Dav- 
enport 及 H. Halberstam 独立 地 在 20 世纪 60 年 代 加 入 研究 的 ,Dav- 
enport 在 其 名 车 《 Multiplicative Number Theory》( 见 LDj]) 的 $ 29 中 专 
论 此 和 ,而 英国 数论 学 家 C. Hooley 则 从 1975 年 至 今 已 在 “On the 
Barban-Davenport-Halberstam theorem 的 大 标题 下 共 发 表 了 17 篇 论 
文 。 应 用 大 得 法 和 Siegel 定理 , Barban、 Davenport、Halberstam 及 
Gallagher 已 获得 了 BDH 均值 和 适当 的 上 界 估 计 , Montgomery 与 
Hooley 则 分 别 在 1970 年 和 1975 年 用 不 同 的 方法 得 到 了 BDH 均 
仁和 S$(Oo,x) 适 当 的 渐 近 公式 (此 处 “适当 的 ”一 词 意 指 0 与 x 满 
足 一 由 Siegel 定理 所 界定 的 不 等 式 )。 

我 在 1993 年 发 表 了 一 篇 关于 如 何 获 求 菜 些 “BDH 型 均值 和 ” 
适当 下 界 估计 的 论文 ( 见 [12]) ,特别 地 由 该 文 结果 可 导出 BDH 
均值 和 已 知 的 适当 下 界 估计 。 该 文 的 方法 是 全 新 的 ,因为 我 没有 
像 通常 那样 将 BDH 均值 和 加 以 平方 展开 ,而 是 发 现 了 BDH 均值 
和 同 圆 法 (“ 圆 法 "通常 用 来 研究 加 法 数论 的 问题 !) 中 间 内 在 而 微 
妙 的 联系 ,由 此 只 需 将 一 个 显然 的 恒等式 中 的 积分 按 圆 法 中 的 
“ 优 弧 "和 “ 劣 弧 ”加 以 分 部 处 理 ,再 经 过 一 些 求 和 与 积分 的 变化 ， 
即 会 使 问题 中 的 “BDH 型 均值 和 ”显现 出 来 ,从 而 获得 一 个 适当 
的 下 界 估计 。 受 到 陈景润 和 潘 承 洞 在 关于 Goldbach 数 例外 集 工 
作 中 一 引进 处 理 方 法 的 启发 ,在 文 [12] 中 新 方法 的 基础 上 ,我 又 
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在 1995 年 发 表 了 一 篇 关于 BDH 均值 和 下 界 估计 的 论文 ( 见 文 
[13]) ,在 其 中 我 突破 了 由 使 用 Siegel 定理 所 带 来 的 传统 限制 条 
件 , 该 文 的 结果 立即 得 到 了 国外 同行 高 度 评 价 (J.B. Friedlander 的 
评价 可 见 《Mathematical Review》, 1996(f) ,11125)。 将 圆 法 的 思想 
同 大 筛 法 乃至 工 - 函数 零点 密度 估计 方法 相 结 合 后 产生 的 威力 ， 
已 在 [13] 的 工作 中 得 到 体现 。 值 得 指出 的 是 ,虽然 后 来 Hooley 采 
用 其 他 方法 也 成 功 地 突破 了 由 使 用 Siegel 定理 所 带 来 的 传统 限 
制 条 件 , 且 能 改进 我 所 获得 的 下 界 估 计 的 系数 ,但 他 却 无 法 突破 
我 在 [13] 中 获得 的 一 个 优 于 素数 定理 余 项 形式 的 结果 (较为 宽 沁 
的 0 与 x 的 限制 条 件 ( 见 本 书 附录 三 ))。 最 近 , 在 一 篇 即将 发 表 
的 论文 中 ( 见 [16]) ,我 在 将 BDH 均值 和 平方 展开 的 基础 上 (这 文 
回 到 了 Montgomery 方法 和 Hooley 方法 的 出 发 点 ) ,综合 运用 圆 法 
与 L- 函数 零点 密度 估计 方法 ,在 突破 了 由 使 用 Siegel 定理 所 市 
来 的 传统 限制 条 件 的 情况 下 ,经 过 很 复杂 的 求 和 与 积分 的 变 ]， 
获得 了 BDH 均值 和 的 一 个 显 含 L- 函数 例外 零点 的 “ 拟 渐 近 公 
式 ”, 由 此 立即 可 得 两 个 重要 推论 : (i) 欲 获得 BDH 均值 和 在 突破 
了 由 使 用 Siegel 定理 所 带 来 的 传统 限制 条 件 的 情况 下 的 标准 形 
式 的 上 界 估计 ,就 必须 对 工 - 函数 可 能 出 现 的 例外 实 零 点 的 上 曾 
做 适当 假设 (这 实际 已 解决 了 自 Gallagher 1967 年 的 工作 以 来 天 
于 BDH 均值 和 上 界 估计 的 一 个 长 期 基 而 未 决 的 问题 ;这 是 运 今 
为 止 Hooley 等 人 的 方法 无 论 如 何 所 达 不 到 的 );( 让 )) 在 关于 0 与 x 
的 同类 限制 条 件 下 ,改进 了 Hooley 在 其 2000 年 的 文章 LH7] 中 所 
获得 的 关于 BDH 均值 和 的 下 界 估计 ( 见 附录 三 )。 文 LL6j 中 的 结 
果 亦 是 可 以 不 依赖 于 Siegel 定理 的 。 

出 版 本 书 的 目的 便 是 向 国内 外 数学 界 介绍 我 在 文 [LL3」 和文 
[16] 中 所 获得 的 处 于 世界 前 沿 水 平 的 研究 成 果 , 并 在 此 同时 向 广 
大 数论 爱好 者 展示 解析 数论 中 一 些 常 用 的 技巧 和 方法 。 第 一 章 
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和 第 二 章 是 本 书 的 基础 ,其 中 分 别 用 细腻 的 笔法 讲解 了 工 - 函数 
(包括 zeta 函数 ) 的 基础 理论 大 得 法 的 基本 理论 及 其 如 何 用 于 L 
- 函数 零点 密度 估计 的 推导 。 本 书 的 特点 之 一 是 弃 用 了 “Siegel 
定理 ”这 个 不 实效 的 结果 ,因为 我 已 发 现在 推导 该 定理 时 存在 严 
重 逻 辑 错误 。 由 著名 数学 家 潘 承 洞 和 潘 承 形 所 车 的 《解析 数论 基 
础 > 一 书 ([PP]) ,无论 从 深度 和 广度 上 都 已 超过 了 Davenport 的 
书 , 近 20 年 来 的 确 使 国内 大 量 年 轻 学 者 受益 菲 浅 ,但 其 中 也 有 的 
处 理 含糊 不 清 ,为 此 我 在 处 理 相关 内 容 时 进行 了 若干 更 正 。 其 
一 ,涉及 工 - 函数 的 估 阶 ,我 在 定理 1.3.6(i) 的 (b) 步 又 中 所 构造 
的 那个 函数 f(s ) 确 为 解析 函数 (这 是 应 用 最 大 模 原 理 所 必 知 
的 ) ,而 且 我 在 那里 接 下 去 所 做 的 技术 讨论 也 是 [PPj] 中 所 没有 的 。 
其 二 ,涉及 L -函数 在 “o =1” 附 近 的 “无 对 数 因子 型 "零点 密度 信 
计 , 我 在 定理 2.5.1 中 只 能 获得 带 有 “loglog "型 因子 的 零点 密度 佑 
计 , 这 还 是 将 [PP] 中 相关 错误 的 处 理 加 以 更 正 并 加 细 讨 论 后 才 得 
到 的 ,因为 我 发 现在 Jutila 于 1977 年 发 表 的 那 篇 论文 中 , 它 仅仅 
是 认为 用 其 方法 可 获得 "无 对 数 因子 型 "零点 密度 估计 而 并 未 详 
细 写 出 ([PP] 中 正 是 用 了 Jutila 所 建议 的 方法 ) 。 是 不 是 其 他 获得 
L - 函数 "无 对 数 因 子 型 "零点 密度 佑 计 的 方法 也 经 不 起 推 敬 ? 
我 经 研究 发 现 果真 如 此 ,于 是 Montgomery 和 Vaughan( 还 有 潘 承 
洞 . 陈 景 润 、 刘 健 民 、 李 红 泽 ) 等 人 关于 Goldbach 例外 集 的 重要 工 
作 就 都 达 不 到 了 。 值 得 指出 的 是 ,涉及 第 三 革 中 的 结果 ,实际 上 
只 需要 虐 - 函数 的 带 有 ”log " 较 小 震 次 型 因 于 的 零点 密度 估计 惑 
足够 了 。 本 书 第 三 章 则 系统 地 阐述 了 我 关于 BDH 均值 和 的 两 项 
成 果 , 其 中 的 论证 在 本 书 范围 内 是 “自给 自足 ”的 ,追求 新 家 性 ( 例 
如 ,我 在 §3.2 中 设计 了 一 种 初等 的 处 理 方法 ,以 此 避免 使 用 要 
用 实 分 析 1L? - 理论 中 的 Plancherel 定理 才能 证 明 的 “Gallagher 引 
理 ”), 且 对 论文 中 的 结果 略 有 改进 (例如 ,定理 3.2.1 已 将 文 [13] 
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中 的 系数 由 “1/4 改进 为 1/2” ,而 与 文 [16] 的 主要 结果 相 比 ,在 定 
理 3.3.1 的 表述 中 , 则 添加 了 因 不 使 用 “Siegel 定理 ”所 产生 出 来 
的 一 个 额外 非 负 求 和 )。 本 书 中 没有 对 任何 推广 形式 的 “BDH 型 
均值 和 ”加 以 论述 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 我 已 发 表 的 二 篇 论文 ( 见 
[12] ,LL4])。 本 书 §3.4 中 提 到 的 那个 均值 和 , 亦 是 很 值得 研究 
的 ,对 此 有 兴趣 的 年 轻 学 者 无 妨 深 入 地 探讨 一 下 。 

解析 数论 在 我 国 是 强项 , 自 华 罗 庚 闵 病 稚 、 王 元 陈景润、 潘 
承 洞 等 以 来 已 有 几 代 学 者 在 从 事 相关 一 些 方向 的 研究 ,目前 可 以 
说 是 方兴未艾 ,年 轻 人 才 圩 出 ,都 活跃 在 国际 研究 前 沿 。 因 此 ,我 
和 希望 本 书 的 出 版 能 对 同行 学 者 具有 一 定 的 启迪 意义 。 追 求 数学 
推理 的 严密 性 实在 是 数学 家 最 重要 的 素质 ,这 不 仅 应 体现 在 若干 
市 刺激 性 的 计算 或 证 明 中 ,更 应 体现 在 理解 一 些 数 学 中 最 基本 但 
却 较为 乏味 的 东西 上 ,对 此 慌 怕 只 有 那些 仔细 品味 本 书 中 细致 推 
理 的 读者 才能 体会 到 我 的 恨 吉 用 心 。 阅 读本 书 读 者 须 具 备 初等 
数论 、 数 学 分 析 以 及 复 变 函数 的 大 量 知识 。 

哈工大 数学 系 吴 从 类 、 李 容 录 、 唐 余 勇 三 位 教授 ,以 及 哈 工 
大 出 版 社 黄菊 英 总 编 . 刘 培 杰 先生 , 皆 对 本 书 的 出 版 给 予 支持 与 
救 励 ,我 在 此 对 他 们 表示 衷心 的 感谢 。 本 书 是 由 哈工大 校 科 研 专 
著 出 版 基金 资助 出 版 的 。 


刘 弘 泉 
2008 年 10 月 于 哈工大 


第 用 的 一 些 记号 


1°. Res 和 Ims 分 别 为 复数 的 实 部 与 虚 部 , 即 s = Res + 
ns a YY = 1 1 1s 
TI(8) 尘 卫 = 函数 , 当 Res > 0 时 , 它 和 并 义 为 
| ei 
0 


见 §1.1。 

3°.(n,g) 与 [mn ,gj 分 别 表示 全 不 为 零 的 整数 n 与 4 的 正 的 
最 大 公 因 子 与 最 小 公 倍 数 . 当 m = 0,g 关 0 时 ,定义 (nm,9q) = 
1 9 1 ,其 他 情形 没有 定义 , 当 ng 了 0 上 且 (n,g) = 1 时 称 球 与" 互 
条 os 见 $$ 12 

~.a =b(mod g) 或 gl1(a-b) 表 示 g 关 0 有 (a -5b) 为 gq 
的 整数 倍 , 见 § 1.2。 

9 .了 表示 素数 , 即 仅 以 1 和 它 自身 为 因子 的 正 整数 。 规 定 1 不 
是 素数 。 见 § 1.2。 

6.p(9) 为 Euler 图 数 , 即 不 超过 9 且 与 9 互 素 的 正 整 数 个 
数 ， 

?(9) = 9 工人 1- 了 


plg 


区 到 
TP.X 或 x(n) 为 特征 函数 , 它 是 完全 积 性 的 周期 函数 , 设 v 为 
正 整数 , 则 模 9 的 特征 x(n) 的 周期 为 qo 当 (n,g) > 1 时 x(n) = 
0, 当 (n,g) = 工时, | x(n) | = 1, 并 规定 xX(0) = 0。 见 § 1.2。 
. 1 "@ 


8 .e(E) = exp(2rié) = er -~- cos(2xe) + isin(2re) ,为 圆 
周 率 ,; 一 es 了 风 Re 
9%.r(Y) = >)y(n)e(nZdg) 为 Gauss 和 ,其 中 X 为 模 9 的 特 


ls<n<g 


征 , 见 $1.2。 

i.xo( 或 yo, 若 不 致 引起 混淆 ) 为 模 9 的 主 特征 , 即 当 
(n,g) = 1 且 n 关 0 时 值 恒 为 1 的 特征 。 见 § 1.2。 

1 加 《区 训 这 We 匡 六 el ) 为 Ramanujan 和 ,其 值 为 


-7 
ngsg “4 
q)=1 


] 三 
(i 


P(dqg)A(9A( ,9)) 


er op SI, 
12*. >， 表示 求 和 通过 模 g 所 有 的 特征 , 见 § 1.2。 
Xmod 4 


13°. (gq) 为 Mibius 函数 ,w(1) = 1, 当 gq 为 r 个 不 同系 数 之 
积 时 ,u(gq) =(- 1)", 对 其 他 情形 jy(g) = 0o 见 $1.2。 
14.L(s,X) 为 L -也 数 ,x 为 模 g 的 任 一 特征 ,s 为 复数 。 当 
Res > 1 时 , 它 定义 为 
Llss¥) 一 ， Ed 


S 


风 1.3; 
15°*.&(s,X) 为 一 个 整 函数 , 见 $1.3。 
16°. Lc(s) 为 < - 函数 ,* 为 复数 。 当 Res > 1 时 , 它 定义 为 


过 管 和 证 一 Din, 
网 得 下 35 
17 .8(s) 为 一 个 整 函数 , 见 § 1.3。 
l8o.4 = 0(B) 或 4 万 BB 表示 B=0 且 141< CB, 其 中 C 
是 一 个 相对 而 言 可 以 忽略 不 计 的 正常 数 , 见 § 1.3。 
19.t(n) 为 除数 函数 , 即 正 整数 n 的 不 同 的 因子 的 个 数 , 见 
i 


S 1 .4s 

20? .A(n) 为 von Mangoldt 函数 , 当 为 素数 p 的 正 整数 次 宕 
时 ,A(n) = log p, 否 则 人 A(z) = 0。 见 § 1.4。 

21°. NWCT,X) 表示 Zs,Y) 的 满足 条 件 1 :1< 了 的 非 平凡 零 
点 5 =5+ 站 的 数目 ,其 中 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 几 次 , 见 § 15s 

22. N(T) 表示 5(s) 的 满足 条 件 | 1 | < 了 的 非 平 零点 ， = 
5 + 认 的 数目 ,其 中 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 几 次 , 见 § 1.5。 

23°. x (x;9,a) 表 示 算 术 级 数 |a + ng | n = 0,1,2…| 中 不 超 
过 x 的 不 同 素数 的 个 数 , 见 § 1.6。 

2 ig a) = D2) A nM § 16, 


ne<x 
n=a(mod g) 


25°.J(x,X) = yx(n)A(n), 其 中 X 为 一 特征 , 见 §1.6。 
26° G(x) = 六 人) nm 1.6, 


27°.x(x) 表示 不 超过 x 的 不 同 素数 的 个 数 , 见 $ 1.6。 
28".Lx ] 表示 不 超过 x 的 最 大 整数 , 见 § 1.6。 
29. |x | , 当 % 为 N 维 向 量 (x1,…,xy) 时 (xi,…, ww 为 复 
数 ) ,表示 向 量 的 范 数 , 即 
| wll = 1 wy | i 
1 
30. | x | , 当 * 为 实数 时 ,表示 x 到 距 之 最 近 的 整数 之 间 的 
距离 , 即 
| x = mmi|% 一 于 1， 
其 中 Z 表示 全 体 整数 的 集合 , 见 $2.1。 
31°. R" 表示 实 直线 (- %,%), 见 § 2.2。 
32°. 了 为 函数 /的 Fourier 变换 。 当 在 R 上 绝对 可 积 时 ， 


fx) = | fw) elur)du, 


多 六 2.2s 


二 了 Bp ) -1 其 中 a =- 广 , 见 8 235 


34°. k(n) = ,T+1), 见 § 2.4。 


35°. YY 为 Euler 常数 ,y = lim( > Ee — log N] , 见 人 之 
i 


<n<N 


36". N(a,T,X) 表示 L(s,X) 的 满足 o = B+,1t1<77， 
< 8 < 1 的 零点 o 的 个 数 ,其 中 一 个 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 
几 次 ; 见 § 2.4。 


37。. >》，” 表 示 求 和 通过 模 g 的 所 有 原 特征 x , 见 § 2.4。 

38. N(a,7T) 表示 54s) 的 满足 p = B+ 座 ,1tl<T,a<sBb 
< 1 的 零点 o 的 个 数 ,其 中 一 个 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 几 次 ， 
网 要 2.55 

39.S(Q,x) = 至 (yx; gq» 0) 一 mre ,0)) 为 


qs<Q (0, q)=1 
l<a<g 


BDH 均值 和 ,其 中 x >= a 3, 见 83.1。 


40°.T(O,%X) = 本 n)e( 下 2] - 
‘< Eo 
x(q) 
= 2 aa 
(二 全 = =1 
见 83.4。 
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第 一 苇 


L 国 数 
特征 及 二 函数 是 为 了 研究 算术 级 数 中 素数 的 分 布 而 引入 的 。 


S1.1 太 函 数 


我 们 用 Res 代表 复数 * 的 实 部 。 对 任意 正 实数 it-1 定义 为 
exp( (s = 1)log 1), 
这 里 log z 取 对 数 的 主 分 支 , 即 可 把 z 取 值 于 整个 复 z 平 面 上 去 掉 
了 原点 及 负 实 轴 后 得 到 的 开 连 通 集 Q , 且 log 1 = 0( 这 时 log z 为 
2 上 的 解析 函数 )。: > 0, 1 固定 时 ,#-! 则 为 全 ;平面 上 处 处 解析 
的 函数 ,， 即 整 函 数 。 当 Res > 0 时 ,了 函数 Ps) 定义 为 


T(s) = I od 
这 里 积分 的 收敛 应 理解 为 两 个 极限 
] 1 oo 区 
| ei = lm je | ep 二 lim| ed 
同时 存在 ,而 有 限 区 间 上 复 值 函数 的 积分 则 应 定义 为 先 将 被 积 函 
数 的 实 部 与 虚 部 分 别 积分 ,然后 将 实 部 积分 的 值 加 上 虚 部 积分 的 
但 乘 i 为 研究 P(s) 的 性 质 , 我 们 需要 证 明 几 个 引 理 。 
引 理 1.1,1 设 s 为 一 个 复 变 数 ,J(z,s) 当 0 < zz < 1 时 为 关 
于 s 的 在 Res > 0 上 的 解析 函数 , 当 1 < 1 < o 时 为 关于 ; 的 整 
哎 数 ,而 且 , 对 于 任意 给 定 的 正 数 6 及 D,|s| < D, 设 f(1,s) 关 


2 第 一 章 工 函 数 
于 :在 包含 于 区 间 [6, o ) 的 任何 有 限 的 闭 区 间 上 对 * 一 致 连续 。 
我 们 有 
(让 若 对 任 取 d 3 0, 当 0<it<1,d < Res < 3d 时， 
f(b,s) = O(C(D) 


1 1 
| G(1)dt = lim | G(t)di 
0 6—>0+ v 人 
存在 ,那么 当 Res > 0 时 ,极限 
Fi(s) = lim | As) = jf) 
存在 , 且 表 示 Res > 0 上 的 解析 函数 。 
(六 着 设 对 性 联 dd 50, 当 la w,= de Bese dd 时, 
议 有 F(t,5) = OC(K(B)); 且 
| KC)at = lim| K(1)di 
] Xo ] 
存在 ,那么 对 任意 复数 * ,极限 
i lim| /C1,s)d1 | fd 
存在 , 且 代表 一 个 整 函数 。 
因此 ,大 (i) 与 (ii) 中 的 假设 条 件 都 成 立 , 当 Res > 0 时 定义 
Ee | Ad se dy, 


则 函数 F(s) 为 Res > 0 上 的 解析 函数 。 

证 明 : (i) 设 so 为 任 一 个 满足 Reso > 0 的 复数 。 令 d = 
广 Resoo 用 C 代表 圆周 {z| lz - so| = dj。 当 |s - so| < 4 时 ,我 
们 有 d < Res < 3d。 设 W 为 一 个 充分 大 的 自然 数 。 当 | s - so| < 
2 时 , 令 


fu(t,s) = 2 an(t, so)(s 3 


n=0 


§1.1 下 困 数 3 
| f(z) a 


an(t,30) = ee Pe Wai 
则 由 假设 的 条 件 可 得 
大 二 | Se) i 


G&G 一 80 2 一 30 
i Lf Haas so 
= ; ee dz 
2 几 二 = 2NniJc 2 一 8 \z2- S580 


= Fl O00 "OE, 
对 任意 的 6 > 0,a,(t,s0) 为 [68,1] 上 的 连续 函数 。 所 以 


fusss)ae = Ps- s0)°] ers,s0)dt 
= | fC,s)d 主 0(2 "| c(Ddo)。 
令 村 一 w ,得 
Ds so0)") lisso)dt = | Food 0 
由 假设 可 得 估计 


I = 本 0 六 (2) 
及 
| 1 
| G(1)dt = lim | Grdi < wn, 
0 6—>0+ J 6 
故 可 知 
1 1 
| a (ts,s0)dt = lim | a,(t, so)dt 
0 6>0+ “6 
存在 , 且 


| osod = | osodiy o(| dre di). 
所 以 由 (1) 可 得 
| Acad = ts s0)" (| a s0)dt) 下 o(| ca) 


4 第 一 童工 函数 
令 9 一 0, 可 得 


| Ad = 3 一 so0)" (| enss0)dt). 


由 (2) ,这 个 等 式 就 说 明 | /(4，s)dt 是 |s - so| < 4 上 的 解析 函 
数 。 所 以 
1 1 
Ce | fs lim | /1, 5) 

存在 且 代 表 |s - so| < d 中 的 解析 函数 。 由 于 so 是 任意 的 ， 
Reso >0, 所 以 (i) 成 立 。 类 似 地 可 证 明 (ii)。 证 毕 。 

lL (DOSE<1H,logl = c=, 

hE 册 + 邮 三 本 

证 明 :(i) 令 fi(x) = log(1 - x)+x,0=<x 之 wi 16 则 


FT 


% Ls 六 
所 以 fi(x) 为 下 降 也 数 。 由 于 f1(0) = 0, 可 知 对 每 个 x € [0,xwi] 
成 立 者 f(x) 过 Us 


(过 全 疹 ( 训 ) = wlog(l =) 环 好 过 交 六 广 , 则 


DS ve 


所 以 户 (x) 为 上 升 函数 。 由 于 户 (0) = 0, 可 知 对 每 个 x € [0, 方 ] 
成 立 有 p(x) =0。 证 毕 。 
引 理 1.1.3( 分 部 求 和 ) ” 设 /(x) 在 [a,5] 上 具有 连续 一 阶 
导 函数 /'(%), C, 为 任意 复数 ， 
C(x) = D2, Cs @ ne W ee Ws 


a<me<x 


则 


>» Cf(n) = -| CC) (x)d :tA 


a<n<b 


$1.1 卫 函 数 5 
证 明 :我 们 有 
2 Crfln) = 2 (Cn) -Cn 1D DA(n) 
| BD cn — 2 CWA Pm 
= CAD + CY 


- fl(n + 1)); (3) 
这 里 [65] 为 不 超过 。 的 最 大 整数 , 先 设 [5b] 二 [cj + 2。 对 每 个 整 
数 n,nE€El[[a+1],[b] -1], 将 区 间 [n,n+1j 任 意 分 成 m 个 小 
段 , 即 


WW 
并 在 [xi xi;w1] 中 任 选 一 点 &;, 作 和 
> COE) (EA = CCn)( Df ' (Ei)An) 
+ OCUn] s KAw 1) 


其 中 Ax; 二 Xi+l 一 wa 二 max(|C(n)|,|C(n + Ds 
.时 一 max |f "(x)| < mo 设 当 m> % 时，max Axi 王 0o 在 (3) 


n<%<n 


中 令 m 一 % , 则 由 定义 可 得 
| cf’ (x)dr = cn)(] fC)dz) 


= {ff(n+ DD -An))C(n)s (3) 
类 似 可 证 


[a+l] 
| C(x)f'(x)dx = 0， 
| ce) Ce)ds = C(6)(f(b) - f(L61))o (6) 


因此 ,由 (3) 可 得 
> CF(n) = C(O) FOB)) 6 2 Cann) - fs 1 
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CHAD 2 | CO) (Cx) 
[o] 


eALED -| 


CK)f "(x) dx 


-| CC)f' (x)ds 4 COOACE), 
引 理 成 立 。 当 [656] = [aj] 或 [5] = [c] +1, 利 用 (3) 与 (6) 可 立即 
验证 本 引 理 。 证 上 毕 。 
推论 1.1.4 设 f(x) 在 [a,b] 上 连续 的 导 函 数 ,Jy(x) =x- 


[x] - 懿 , 则 
> tn) = | As)dz + | wood + Yla) fla) 


- Jy(b)f(0), 
特别 地 ,由 此 我 们 还 得 知 y(x)f'(x) 在 [a,b5] 上 可 积 (事实 上 ， 
由 y(x) 有 界 且 仅 在 整 点 处 不 连续 , 故 y(x)f'(x) 是 [a,b] 上 
Riemann 可 积 的 ,这 可 与 (5) 类 似 地 直接 证 明 js 
证 明 : 在 引 理 1.1.3 中 取 C，= 1, 则 
b 
2 Han) = | (Lx] -TaD)f' (x)dx + ([5] - [oa])7Cb)。 


a<n<b 


因为 [x] - [ea] = % -a+ J(a) - J(%), 所 以 
| ta Lal Cad = FC = 0) 4 A) 


b b 
- f(a)) -| f(x)ds - | f° C9) ds, 
([6] [al)f(6) = (6 - a)f(b) + (yl(a) - y(85))f(2), 
合并 各 项 即 可 知 本 推论 成 立 。 证 毕 。 
关于 械 (s) ,我 们 有 
定理 1.1.5 (i) 函数 


8$1.1 醋 函数 7 
T(s) = 】 ed 


表示 Res > 0 上 的 一 个 解析 函数 。 

(六 ) 工 (s) 可 解析 开拓 至 全 s 平面 上 除去 原点 及 负 整 数 外 的 
开 连 通 集 C; 上 ,并 满足 关系 式 PR(s+1) = sT(s)oT(s) 仪 在 = 
0, - 1, - 2,… 处 有 单 重 极点 ,相应 的 残 数 都 是 1。 

(iii) 工 (s) 没有 和 零 态 。 当 s 位 于 复 s 平 面 上 去 掉 原 点 及 人 负 实 轴 
的 开 集 Q2, 中 时 ， 


T(s) = expl (3 这 7 )log(s 1)—s= logs Ed 


~] ee) 
其 中 a(x) = | yw)du,y(u) = w-[u]- 考 。 


(iv) 当 s = t+ 认 E 02,,7 与 i 为 实数 , 且 |1| 三 1 时 ， 


GD)1 = elidel (1 o( Het)), 


其 中 = expl 1 i dn) 
(v) 当 s€ 0Q, 时， 


| 4 上 ” go(w)ds 
FU eT + 中 名 


特别 地 , 当 #w = 去 调 直 ,| 下 | 己 而 三 0 或 0 而 过 | zz 过 乓 运 1】， 
或 + > 方 (6 为 绝对 常数 ) 时 


my) 上 [全 二 二 了 
了 = log(s + 1) + 本 


和 证 明 :(4i) 在 引 理 1.1.1 中 取 六 #,s) = ee 区- 以 及 C(i) = 


(Wd ee Res = WH),K(I) a a 
对 任意 的 d > 0, 由 于 当 d < Res < 3d 时， 


8 第 一 章 工 函 数 
[RR | = eb 
| 天生) 一 OR(D) EL 3 ， 


且 极限 
pe | we 有 
lim | CC2)dt -im 二 -50 = 
与 
lim| K(Dd = lim2(e 3 — 0-$) -20 
都 存在 ,因此 立即 得 (i)。 


(ii) 当 Res > 1 时 ,由 分 部 积分 可 得 (严格 地 说 ,应 将 积分 先 
拆 成 | + | ,后 将 两 个 积分 分 别 写 成 极限 ,对 于 有 限 区 间 上 的 积 
分 先 分 别 分 部 积分 ,再 取 极 限 ) 

rT(s 1) a | ew ey > 
这 一 关系 式 局 发 我 们 可 将 Ps) 由 Res > 0 解析 开拓 至 整个 s 平 
面 中 去 掉 原 点 及 负 整 数 的 开 连 通 集 2 上 去 。 对 任 给 的 复数 ; € 
人 21,Res 三 0, 可 找到 唯一 的 正 整 数 W, 使 得 - W < Res 三 1- N， 


这 时 令 


+ elds = sa)s 


P= rar 
则 由 (iD, 以 这 种 方式 我 们 定义 了 Q1 上 的 一 个 解析 函数 。 由 
sT(s) = 了 Ts + 1) 不 难 验 证 古 (s) 在 极点 = 0, - 1, -2,… 处 
的 残 数 为 
limsT(s) = T(1) = 1, 
且 这 些 极点 都 是 单 重 极点 。 
(iii) 设 n 为 充分 大 目 然 数 。 由 引 理 1.1.2 的 (i) 可 知 当 0 < 
fi < 忆 轩 ， 


8$1.1 卫 函 数 9 


t 7 -各 
| 
n n 


并 且 显 然 当 上 = nn 时 此 式 也 成 立 , 由 引 理 1.1.2 的 (ii) 可 知 当 0 < 
所 以 
a a = 
e ed = 站 让 (1 -en )。 


若 t < nn, 由 | 理 1.1.2 的 { 广 有 


Gn 二 1- 
nn 
而 若 方 > 1 > Vn, 则 显然 此 不 等 式 也 成 立 , 所 以 


By 
ss ym 
4 
此 式 在 7 < t < n 时 是 显然 的 ,综合 这 些 估计 ,在 0 三 上 < nn 时， 
我 们 有 
由 此 ,对 于 实 的 s,s > 1, 得 到 


0 s| dy | 1 一 )nz-1di = 工 | erlerrdi 
0 0 7 NO 


Qe sets 和 i 


ey 


i 


i lim| (1 nt 
n> 0 nn 


做 变量 替换 ,不断 分 部 积分 可 得 


第 一 音 了 工 函 数 
$ ey | ! n, s—l 
| -tw i (| (1 - w)w iy 
0 Nn 0 


$+] 


= (| ll - wo)"1de) 


2 n(n = 1) Bk i 
= me 二 cu ) “dow ) 


nt 
1 
所 区 村 5 


» 7 


Ee 
Spa dy 和 一 ), 则 ( 设 人 


logP,(s) = log(l + s)+ 2) log(1 + 六 js 


2<ksn 


在 推论 1.1.4 中 取 f(n) = log(1 hh 可 得 
log(1 + = 上 log(1 + 二)dx hr s(x) d， 


x(s+x%) 


l<k<n 


i 了 log(1 二 得 业 区 了 log(1 十 


= (n+si+ 7 )log(s 书 起) 志 5 府 3 )log(s + 1) 


证 7 )log n i A 


(s+ 区 
令 o(x) = | y(u)du, 这 是 «的 连续 函数 。 设 k(x) 为 某 个 区 间 
[a,B] 上 的 连续 可 导 函 数 ,< 及 为 整数 ,我 们 来 证 明 
[yd kde = -| oC (war (8) 
为 此 ,只 需 证 明 , 当 m 为 整数 且 [m,m + 1] C [a,B] 时 ， 
yo)ds =-) ou(r)drs (9) 


$1.1 卫 函数 1 
任 给 es > 0, e 充分 小 ， 我 们 可 由 当 m < x =< m+1-e 时 Jy(x) = = 


ES 
ao = (rb) yar = oa 
-| pv) dv = 广 ( 妇 -2mx +m2) -B(x m), 


(注意 :p(w) 是 周期 为 1 的 函数 , 且 | y(u)du = 0) ,分 部 积分 得 
到 | 

m+l-e m+l-e 
| olw)W (x)dx = k(x)o(x)|” -| yl)p(w)des 
令 e 一 0 即 得 (9), 再 对 n Eee 由 (8) 易 得 


【 > 人 dx 到 el w+ dz 
= 一 | dx + 上 hs 


由 此 可 得 
log(1 4 §)# log(1 + = 7 )log’s + n) 
l<k<n 


Ee 3 )log(s 豆浆 3)log n 
“区 《区 ot) 
到 和 d ] (x 十 sje 
所 以 
下) = (s+ 示 1) -2exp| | eg) dy 
. vw) 
+ 人 (过往 dx) 
于 是 ,对 实 的 ;,s > 1, 我 们 有 (注意 :o(x) = 0(1)) 


PY = li 志 《 = = lim es Ra 


jg 第 一 章 工 函 数 
a Dslonp(] lad — le 7 


x? tt 《 太 生 六 
因为 
a 
lim | ) = 1, lim(1+ 二 |) 和 lim (1 + 所 | 二 
mn->o\S 十 几 n—> oo n 4 n 


所 以 , 当 Res > 1 时， 


T(s) = exp[ (3 十 7 )log(s 后 1) 二 og = + 2 和 dx 
ei) (10) 


由 (i 可 知 此 式 左 、 右 两 端 均 为 9， 上 的 解析 函数 (注意 ， 
| aol) (x + 5)-2dx 为 0 上 的 解析 函数 ,这 可 与 引 理 1.1.1 的 证 
明 类 似 地 推导 ) ,因此 由 解析 开拓 可 知 (10) 当 s € 0Q, 时 也 成 立 。 
若 ;为 负 实 数 , 且 * 不 为 整数 , 则 由 


rT(s) = T(s+1) = 


TW ig 
可 知 工 (s) 头 0o 硅 :不 为 负 实 数 , 则 由 (10) 立即 知道 (s) sz 0。 
所 以 了 (4s) 无 零点 。 
(ji 设 训 二 | 于 Tc 及 下 为 实数 < 风 


1 


log s 三 logY r+ -XR< < 
由 
lpg( 1 4 D(X) SS 0, 


得 


(s+ 7 )log(s + 1) = logs = (x - 3 )log| £| = 0 


8$1.1 卫 函 数 13 


+ ii+ 0(( 十 坟 )， (i 
其 中 4 为 一 个 实数 ,应 用 Taylor 展开 式 可 得 


cos(01 — 党 = 1- pd — 3 十 o( (0 一 ed ) 


了 
二 
Ey 

所 以 

(于) (1+0(( 于 1!) )) 

= (a 入) (1# ofa -下 小 二 

熟知 ,成 立 不 等 式 

二 S| 及 | 过 » 


设 诡 QO < 所 地 时 ,由 


sin( 了 一 91 | 二 = o(- 二 1] 


| 0 过 TT 时 ,由 


可 得 


了 -0 < 
] 
sin( 0 | =— cos 0 = 0( -三 十]， 
也 得 | 于- bi| 二 -下 证 1 所 以 | 到 -| = of 总 成 


闻 s 内 (1 区 巴 ( 下 1 于 [9 = 于 未 站 (| 半天 坷 香 


1 
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中 (al 


生 去 示 T> 有 0 则 os 和 >z00<D 人 


01 一 


若 r+1<0, 则 cos0 <0,7 <b<r(r+1l)( 于 - 9 > 0 


所 以 当 ; > 0 时 ,(r + 1)( 亚 - 91) > 0 总 成 立 因 此 由 (13) 得 到 


coal(E 站 -= 人- 可 (yet(E) 


3 
101 - -rz-1+ 本 8+0(4 H+). 


t 
一 重生 


得 


)= 


/ 


| 


V(r+12+(P72 


1 
Wr+ly+( 
则 同样 地 可 得 

| + ot OT | 交 作 二 下 生 | 
所 以 我 们 总 有 


sin l cos 01 


i101 =-t-1+7F1d .| 
将 此 代 人 (11) ,得 
[3 = cexp( (+ - 3)1logl ， | - 31d 
条 相 (tlel 二 1 六 | ep [| eh be 
其 中 c = exp(1+] OCX )x-?dx] 我们 有 
由 de a a :as+| | x-*dx 


-0 el Lely 
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因此 (iv) 得 证 。 

(v) 当 s € Qs 时 ,在 (10) 两 边 通过 求 导 可 得 
TT'(s) = TT(s): (logG 人 有 有 ES DT x]， 
所 以 

ni 

rg) 一 log(s + 1) = eas 天 RS 


应 用 引 理 1.1.1 的 (ii) 的 类 似 证 法 ， 
ls| <1 上 解析 ,因此 由 解析 开拓 ,可 知 此 式 在 ls|0 <1s| < 1 
上 赋 本 a 当 || S00oe|lr|l eo <l, 
或 r = 二 时， 


1 
op 


并 且 ( 利 用 |o(x)| < 1) 


he ox) dz | 一 一， dx+| 些 
1 和 7 x’ 
1 

(Ll 


本 
J |) a 2 


rw 
所 以 


= Jog($ + 1) o( -中 十。 


证 毕 。 
练 习 
( 工 ) 用 定义 和 证 明 引 理 1.1.1 的 (i) 的 类 似 方法 ,证 明 引 理 
LT 


(I) 直接 应 用 定理 1.1.5 的 (ii), 证 明 当 s E 2， 时 ， 
sT'(s) =T(s + 1)。 
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$ 1.2 ”特征 与 特征 和 


设 g 为 正 整数 。 模 gq 的 一 个 特征 函数 X(n) 是 一 个 对 所 有 整 
数 nn 有 定义 的 、 周 期 为 gq 的 完全 积 性 复 值 函数 ,并 且 当 (n,g) = 1 
时 ,|X(n)| = 1, 而 当 (n,q) > 0 时 , 则 X(n) = 0。 若 当 (n,g) = 
1 时 X(n) = 1 总 成 立 , 则 称 X(n) 为 主 特征 。 模 gq 的 主 特征 通常 记 
为 X4(n) ,或 Xo(n)。 显 然 , 模 g 的 主 特征 函数 是 唯一 的 。 若 模 g 的 
韭 主 特征 X(n) 的 最 小 正 周期 恰好 是 gq, 则 称 X(n) 为 原 特 征 。 由 
定义 易 导 出 X(1) = 1。 由 此 容易 看 到 , 当 g =1 和 gqg = 2 时 , 模 g 
仅 有 主 特征 。 和 在 X(n) 为 模 g 的 一 个 非 主 \ 非 原 特征 , 则 用 带 余 除 
法 容易 证 明 存 在 某 个 正 整数 g1,gilg,1 < g! < g, 使 得 gi 为 
X(n) 的 最 小 正 周期 ,从 而 当 (n,gq) = 1 时 ,X(n+ gi1) = X(n) 总 
成 并 。 硅 Xi1(n) 及 X2(n) 分 别 为 模 qi 及 9 的 特征 , 则 显然 
Xi1(n)X2(n) 为 模 [ gq1 ,gs| 的 特征 ,这 里 [gq1, gs] 为 gi 与 9; 的 最 小 
公 售 数 。 只 取 实 值 的 特征 称 为 实 特征 ,否则 称 为 复 特 征 。 既 为 实 特 
征 又 为 原 特征 的 特征 , 称 为 实 原 特征 。 

我 们 研究 特征 的 性 质 。 先 证 一 个 引 理 。 

引 理 1.2.1 (i 知 9 = 2",a 为 整数 ,a > 3, 则 当 2n 且 n 
为 整数 时 ,存在 唯一 的 一 组 满足 0 < a(n) <1,1 < p(n) < 2 
的 整数 |a(n),B(n)| ,使 得 

A 1)°™5B(n) (mod De 

(ii) 对 任意 的 正 整 数 g,g = 3, 当 a 为 正 整 数 ,(ga,gq) = 1 且 
a 关 1(mod 9g), 存 在 一 个 模 9 的 特征 X(n), 使 得 X(a) xz 1。 

证 明 :(i) 用 数学 归纳 法 容易 证 明 

nd od Wr Ea 
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由 此 不 难 验证 :2*- (= gp(g)) 个 整数 
加 区 ， i = SS 
模 2* 互 不 同 余 , 从 而 构成 模 2* 的 一 个 缩 系 , 于 是 ,对 每 个 整数 mn， 
都 存在 唯一 的 一 组 整数 |a(n),B(n)| ,使 得 
a(n) = 0 或 1,1 过 -做 动 ) 过 ee 1)*"™28(n) (mod pp a 
(i) 由 ec 关 1(modg),(ac,q) = 1, 必 存在 一 个 素数 p 和 一 个 
正 整 数 a ,使 得 pr 1g,a 兰 1(mod pr )。, 我 们 分 三 种 情况 。 
(a) 右 p 为 奇 素数 , 设 g 为 模 p? 的 一 个 原 根 , 当 (n,p) = 1 时 ， 
v(n) 为 满足 
n= gmod pp),l < vn) < ol(p’) 
的 唯一 整数 ( 即 “ 指 数 ”) 。 令 


a el: a 


Xi(n) = | 
0， 否则 ， 
其 中 e(&) = e 生 ,YX(m) = Xi1(n)Xo(n), Xo 为 模 g 的 主 特征 。 则 
多 知 Xi1(n) 为 模 pr 的 特征 ,X(n) 为 模 9 的 特征 , 和 且 X(a) = 
Xilay 1s 
(DBD) 右 p = 2; 则 a& 六 当 w = 2 时 , 令 


XI 元 ) = be 0 ， A 
0， 否则 ， 

并 令 X(n) = Xi1(n)Xo(n)。 则 Xi1(n) 为 模 4 的 特征 ,X(n) 为 模 4 
的 特征 ,而 我 们 有 X(a) = Xi(a) #1。 

(c) 当 p = 2,a > 3 时 ,对 每 个 整数 n,(n,2) = 1, 由 (i) 知 存 
在 唯一 一 组 整数 |a(n),B(n)| ,满足 
过 
由 wa 兰 1(mod 2);, 可 知 |a(w) Bw)) se (00,2 当 Bl(a) = 
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2 时,w(w)》 尖 0; 这 时令 
| Ts 
否则 ， 
及 CW) Xm) Xn BG) #2 时; 令 


BR) 二 
a 六 I 和 和 下 元 


Xi(n) 一 


Da 一 “2 
0， 否则 ， 

并 令 X(n) = Xi(n)Xo(n)。 两 种 情况 下 ,Xi(n) 总 是 模 2* 的 特 
征 ,X(n) 总 是 模 g 的 特征 ,日 X(a) = Xi(a) 六 16。 证 毕 。 
定理 1.2.2 (i) 模 g 共 有 oq(g) 个 特征 (函数 )。 

(ii) 设 a 和 nn 为 整数 ,(an,g) = 1, 则 

ob a 9(g)， 硅 n= a(mod g)， 
5x6) = 人 
这 里 求 和 过 模 g 的 所 有 特征 。 
(iii) 设 X 为 模 g 的 特征 , 则 
二 0 
se | 否则 ， 
其 中 a 通过 模 g 的 一 个 完全 剩余 系 。 

(iv) 议 g = gli…g% 为 q 的 标准 素 因 子 分 解 式 , 则 模 gq 的 每 个 
特征 X 都 可 唯一 地 分 解 为 乘积 X1…X ,其 中 X; 为 模 ge 的 特征 ， 
并 且 ,X 为 模 g 的 主 特征 , 当 且 仅 当 每 个 Xx; 为 模 % 的 主 特征 ,而 
xX 为 模 g 的 原 特 征 , 则 当 且 仪 当 每 个 xX; 为 模 gf 的 原 特 征 。 

(v) 模 1 和 模 2 的 特征 仅 有 主 特征 。 设 g = 3, 若 9 为 素数 , 则 
每 个 模 g 的 非 主 特征 都 是 原 特 征 。 若 9 不 为 素数 , 则 对 每 个 模 4 
的 非 主 \ 非 原 的 特征 Xx, 都 存在 唯一 的 正 整 数 gq',3 < g < 9， 
g'1g, 以 及 模 gq' 的 唯一 的 原 特征 Xi1, 使 得 X(n) = Xo(n)Xi(n)， 
其 中 Xo(n) 为 模 9 的 主 特征 (这 时 我 们 称 X(n) 是 由 X1(n) 诱导 
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的 )。 

(7 设 汪 为 模 4 的 原 特征 ,i = 125 用 Xi = Ma 记 
X2(n) 的 共 力 特征 。 若 模 [gi,gq,] 的 特征 XiXz 为 主 特征 , 则 必 
qi =45sB XI(n) = Xz( ne 

证 明 :(D ii) (iii) 的 证 明 。 设 qj,as,…, aw) 为 模 g 的 一 
个 给 定 的 缩 剩 余 系 。 对 每 个 模 9 的 特征 X(n), 令 它 相 应 于 一 个 有 
序数 组 

A(XY) = tas das XG mts 
显然 , 硅 X1 产 X2, 则 有 茶 个 a; 使 得 Xi(a;) 产 X2(a;), 从 而 
A(X1) 关 A(X2)。 但 由 Fermat 小 定理 可 知 ,对 每 个 a; 都 有 

a$'9) = 1(mod g), 

故 

(X(Caw))8(9) = X(a89)) = X(1) = 1， 
从 而 X(aj) 为 一 个 (9) 次 单位 根 。 不 妨 设 

2T7Ci C; 
a ep ot 

ci 为 菏 个 整数 ,因为 形 如 


[ee el eel | 
不 同 的 数组 不 超过 (op(9))%2 个 ,所 以 仅 有 有 限 个 不 同 的 特征 本 
数 。 设 模 g 有 cc 个 特征 函数 ,c = 16。 设 (a,gq) = 1, 并 令 
S(a) = ZX(a), 
这 里 求 和 过 模 g 的 一 切 特征 。 若 a 二 1(mod g), 则 显然 S(a) - 
co 设 a 兰 1(mod 9g) ,于 是 存在 一 个 素数 p 和 一 个 正 整 数 a = 1, 使 
得 plg,a 半 1(mod az)。 由 引 理 1.2.1 的 (ii) ,可 知 存在 一 个 模 
的 特征 y ,使 得 y(a) 关 1。 注 意 到 , 符 阅 ,Xe 为 模 g 的 所 有 不 同 
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特征 , 则 yx , yx,,… ,YX 也 表示 模 g 的 全 体 不 同 特征 。 因 此 
$a) * SLa) = Dy (a)X(a) = S(a), 


由 此 可 得 S(a) = 0。 设 X 为 模 9 的 任 一 特征 , 令 
SX) = ZU, 
这 里 a 通过 模 g 的 任 一 个 缩 系 。 当 X = Xo 时 ,显然 SI(X) = 
9p(g)。 当 X 头 Xo 时 , 愉 有 一 个 整数 5b,(b,gq) = 1, 使 得 X(65b) 关 1。 
因为 当 a 通过 模 g 的 一 个 缩 系 时 ,ab 也 是 如 此 ,所 以 
X(b)SI(X) = DX(ab) = SI(X)， 


由 此 得 到 S1(X) = 0。 根 据 
S(a) = c， 之 3 (XY = By) 
i 


l<a<r 


(a 


3 S(a) = 2 (Xs 


和 a<q 


q)=1 


可 得 c = 2(g)。 对 给 定 的 a,(a,g9) = 1, 设 (b,g) = 1,b 满足 
ab =1(mod g), 则 由 
Xad) = XA(aIX(B)Y = 1 
可 知 X(a) = X(5)。 所 以 , 当 (n,gq) = 1 时 ,根据 已 证 明 的 关于 
5S(a) 的 结论 ,我 们 得 
2X(m)X(a) = = SX(n)X(b) = = SX(nb) 
_ {99 夺 n = nd 本， 
0， 否则 ， 
Cai 永 证 卸 。 
(iv) 的 证 明 。 设 X(n) 为 模 9 的 任 一 特征 ,并 设 9 = 94……az 
为 4 的 标准 紊 因子 分 解 式 。 我 们 用 X 构 作 模 % 的 特征 Xi。 由 孙子 
定理 ,对 任 一 整数 m,(m,g;) = 1, 可 选取 一 个 整数 n,(n,g) = 
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1 ,满足 
n = m(mod gfi),n = 1l(mod gq%),j # io 
这 时 , 令 Xi(m) = X(n)。, 不 难 验 证 xX; 为 模 gti 的 特征 ,并且 X = 
X1…Xro 显 然 , 石 X 为 模 g 的 主 特征 , 则 xX; 为 模 % 的 主 特征 。 反 
之 , 石 ;为 模 gti 的 主 特征 ,1 < i < ", 则 显然 | Xi; 为 模 9 的 主 
特征 。 我 们 断言 : 若 加 
X(N) = Xi(m Nm) = X(N (RE), 
并 且 X; 和 X' 痢 是 模 gf 的 特征 , 则 必 有 Xi(n) = Xi(n),l1<i< 
ro 为 证 明 这 个 结论 , 当 (m,g;) = 1 时 ,我 们 可 用 孙子 定理 ,选取 一 
个 整数 n,(n,g) = 1, 满 足 
ee oa 
然后 ,将 代入 上 述 等 式 中 , 即 得 Xi(m) = X;(m)。 这 说 明 X 可 按 
我 们 构 作 的 方式 唯一 地 分 解 为 看 干 特征 的 乘积 。 对 模 g 的 特征 X 
的 上 述 乘积 分 解 , 奉 xX 为 模 g 的 原 特征 , 则 X; 必 为 模 9%: 的 原 特 
征 , 因 为 大 不 然 , 则 有 0 < B: < a;, 使 得 当 (n,g;) = 1 时 ,Xi(n+ 
鸣 ) = Xi(n) 成 立 。 这 时 , 令 g = 路 [名 , 则 对 任意 忒 数 n， 
(n,g9) =1,X(n+g )=X(n) 成 立 ,而 这 与 xX 为 模 g 的 原 特征 的 
假设 矛盾 。 反 之 , xX; 都 是 模 gs; 的 原 特征 ,1 < i < r+, 则 xX 必 是 
模 9 的 原 特 征 , 因 为 者 不 然 , 必 有 1 <q < 9g, 且 gq'1g, 使 得 X(n 
+ 9 ) = X(n) 当 (n,g) = 1 时 成 立 o 设 g = gh…g*, 而 且 gh:1q'， 
gr'* 个 g',0 < B; < aio 任 给 整数 m,g; 收 m, 由 孙子 定理 ,我 们 可 选 
取 两 个 整数 ni 与 n, ,分别 满足 
ni = m(mod g2 ) ， 12 三 m+ gi: (mod 48) ， 
ni 三 Timnod qf),j i, n2 = 1l(mod gqg%),] # io 
则 我 们 看 到 ni 三 ns(mod gq ), 所 以 X(m) = X(n,)。 但 
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Xn) = Xi(n) = Xi(m), Xm) = Xi(n2) = Xi(m + i), 
所 以 Xi(m) = Xi(m + qh) ,而 这 与 X; 是 模 9 的 原 特征 的 假设 矛 
盾 。 

(v) (vi) 的 证 明 。 当 g = 1 或 2 时 ,显然 模 g 仅 有 主 特征 (这 也 
可 以 用 (i) 以 及 gp(1) = p(2) = 1 来 加 以 说 明 )。 若 9 为 素数 ,9 = 
3, 则 每 个 模 g 的 非 主 特征 都 是 原 特 征 ,因为 否则 由 定义 将 有 正 整 
数 g' ,1 <g < g, 且 gqg'1q, 这 是 不 可 能 的 。 设 gq 不 是 素数 ,gqg > 3。 
由 (iv) 可 知 ,大 gq = gh…g? 为 g 的 标准 素 因 子 分 解 式 , 则 X = 
Xp 为 模 % 的 特征 。 某 些 X; 可 能 为 模 % 的 主 特征 ,因此 ， 
当 (n,g) = 1 时 ,我 们 有 XX(n) = X{(n)…X!(n),X! 为 模 ph 的 非 
主 特征 , |p;, Bi} 为 某 组 | gj;, Qj| 。 对 每 个 i, 存 在 最 小 的 7,1 < r; =< 
Bi, 使 得 当 ni = na(mod pii) H pi ninzsN,X'(n1) = X'i(n2)o 
按 定义 ,这 时 X'; 就 是 模 pii 的 原 特 征 , 因 此 ,由 (iv) 可 知 ,y(n) = 


x'1(n)...X,(n) 为 模 9 = [ps 的 原 特征 ,q'1q。 这 样 , 当 


(n,g) =1 时 ,X(n) = y(n) 成 立 , 故 X(n) = Xi1(n)Xol(n) 总 成 
立 。 至 于 唯一 性 ,在 Yoi = Xo2z,Xi(n) 为 模 yg; 的 原 特征 , g;|g， 
i =1,2, 我 们 要 证 明 gi = qs,X1(n) = X2(n)6o 设 

gi sy = 
这 里 wl,…,w, 为 互 不 相同 的 素数 ,vw ,…,v, 为 互 不 相同 的 素数 。 
则 由 (iv) 可 知 有 分 解 

和 (1) 
这 里 Xi (n) 为 模 邮 的 原 特征 ,X)”(n) 为 模 由 的 原 特 征 。 若 
ul 关 V1;,...,V,, 对 任意 的 整数 mm,(m,uwui) = 1, 由 孙子 定理 ,我 们 
可 找到 一 个 正 整 数 n ,使 得 


n= mmod ufi), nl(mod gui ™), 
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这 里 wi 为 满足 好: | 9 ,ufi*1 修 g 的 正 整 数 , 由 (n,g) = 1,Xo%i = 
Xz 以 及 (1) ,可 得 X1 (m) = 1, 这 与 Xi 为 模 ut 的 原 特征 巴 
盾 。 不 妨 设 wl = vio 奉 a1 < Bi,; 对 任意 的 正 整 数 m,(m,uil) = 1， 
由 孙子 定理 ,选取 正 整 数 n ,使 得 
n = m(mod uli),n = 1(mod qur™!), 


og 定义 同 前 。 则 (ngy = 1 由 XX = 和 6 业 及 (1), 可 得 Xm) 


= mW 


a le) Rm Ys mY = md, 


这 与 XI ”为 模 wie = wi 的 原 特征 矛盾 。 所 以 a > a2。 同 理 可 得 
ui < qz, 因 此 ui = we 类 似 地 推理 ,可 得 us = 万 ,Xx! = X 9 
r = so 所 以 qi = gq2,X1 = X2, 这 就 证 明了 唯一 性 。 特 别 地 , 若 Xo 
为 模 [ qi, gs] 的 主 特征 ,% 为 模 g; 的 原 特征 ,使 得 X1X2 = Xo, 则 
当 (n,[ gi,g2]) =1 时 ， 

Xo(n)X2n) = Xi(n)X2a(n)X2(n) = Xi(n)Xo(n), 
因此 , 必 有 gi = gy 及 Xi(n) = X2(m)。 

定理 证 毕 。 

设 XX 为 模 g 的 一 个 特征 , 令 

Sm XY = 2 x(a)e( YE) ,elé) = exp(2n 论 )。 


ep q 
我 们 称 这 种 和 为 Gauss 和 ,并 特别 记 S(1,X) 为 r(X)。 关 于 Gauss 
和 ,我 们 有 
定理 1.2.3 (i 大 X 为 模 g 的 特征 , 则 当 (n,g) = 1 时 
S(n,X) = X(n) . r(xX), 
并 且 等 式 当 X 为 原 特 征 及 (n,g) > 1 时 也 成 立 。 
(ii) 大 xX 为 模 g 的 原 特征 , 则 | r(X)| = vg。 车 xX 为 模 g 的 
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任意 特征 , 则 |r(X)| <vg。 
(ii) 当 X 为 模 g 的 主 特征 Xo 时 ， 和 S(n,Xo) 被 称 为 
Ramanujan 和 , 通 销 记 为 cy(n) ,其 值 为 


na) P(gq)4(q9/(g,n)) 
ca( mn) 二 S( my Xn) = 六 el ) 二 op(g/(gq,n)) O 


lsagyg 9 
Gasgq)= 1 
特别 地 当 (gR) = 1 时 BU(ny) 二 (he 
证 明 ;(i) 若 gqg = gig2,《(g192) = 1,X(a) = Xi(a)X2( 0), Xi 
为 模 gq; 的 特征 , 则 当 c; 和 a; 分 别 通过 模 gl 和 g, 的 一 个 缩 系 时 ， 
Q1d2 + 291 通过 模 d1942 的 一 个 缩 系 , 故 由 
X(al92 下 a2q1) 一 X1i(a1g? 十 Q2q91) X2( a192 Q291) 
= XICalg2)X2(a291) 
二 XI1( 1 ) XI go) Kal 2) XZ qi1), 
可 得 
an SS aon 
S(n,X) = tg) lg) Do)el )) (Sx) a 


= Xilgo) Xo gd, X1)S (nh, Xs 人 4 
若 (n,g) = 1, 令 元 为 满足 nn = 1(mod g) 的 任 一 整数 。 当 通过 
模 g 的 缩 系 时 ,nb 也 通过 模 g 的 一 个 缩 系 。 所 以 


s(n,Xy = 2 XmYe I Xa)( >) X(D)。 E> )] 


lsb<gq 1 和 三 9 


= X(N rl Xs 
注意 到 X(N)X(n) = X(n)X(n) = 1, 上 式 可 改写 为 
Wn Ya XC (3) 


行 X 为 模 9 原 特 征 , 则 当 (m,g) > 1 时 ,(3) 式 也 成 立 ,为 此 只 需 证 

明 S(n,X) = 0o 契 9 = gh…gr 为 q 的 标准 素 因 于 分 解 式 , 则 由 
定理 1.2.2 的 (iv) ,可 知 有 分 解 X = X1…X;,X; 为 模 gti 的 原 特 征 。 
因为 (n,q) > 1, 所 以 必 有 一 个 i, 使 得 qjz 不 妨 设 ; = 1。 则 由 
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(2) , 欲 证 5S(n,X) = 0, 仅 需 证 明 S(n,X1) = 0 即 可 。 简 记 ph = 
p"s 对 每 个 ga,1 < a 过 下 ,a 可 以 唯一 地 表示 为 六 -+o,O0 二 过 
< plecve ro 若 a =1, 则 显然 
S(nsX1) = 2 Xi(a) = 0 


lsasp 


设 a = 2。 则 


S(n,X1) = >»; Xi(a)e| 到 | 
ls<a<sp a 
人 一 ] 
二 小 Ki(p + v)e( (et en | 
0O<us<sp tas p 


世 2 el 2 Ni v))。 
lSv<p Ps 0O<u<p 


(v,n)=1 


我 们 断言 ,对 每 个 整数 ，p 寸 ， 都 有 
S(tw) a ,Kilpe ly + Ww) 0 


因为 Xi1 是 模 py 的 原 特 征 , 由 定义 ,存在 两 个 整数 wi 及 wz,p 沾 
wlw2ywl 三 wz(mod pz ) ,而 Xi1(wl) 关 X2(ws)。 设 ws 为 满足 
w2w2 三 1(mod p*) 的 任 一 整数 ,并 令 cc = wzwz = 1 + fp*-1。 则 
Xi(c) 和 1。 我 们 有 

XiKaJS(ay = 之 Xr lw 4 cv) 


0O<u<p 


= > Xi(p Cen + kv) + v)o 


因为 当 wu 通过 模 p 的 一 个 完全 剩余 系 时 ,cu + 如 也 通过 一 个 完全 
剩余 系 ,而 Xi 是 周期 为 pr 的 函数 ,所 以 Xi1(c)S(v) = S(v), 因 此 
S(v) = 0 这 证 明了 S(%w,Xi1) = 0。 故 (3) 当 X% 为 原 特 征 及 
(n,g) >1 时 仍 成 立 。 

(ii) 当 X 为 模 9 的 原 特 征 时 ,在 (3) 式 两 边 取 绝对 值 ,并 平 
方 ,再 对 n 求 和 ,可 得 
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ax 2 [XC [Da 2 [Stw, xX) 


<n<gq lsn<g 


= i re Bit Ja 


1<aj<9qg1l<d<14 Maen 


因为 当 | m| < g 时 ,由 等 比 级 数 求 和 ,可 知 
-3 


if 碍 0， 否则 ， 
所 以 
etx) pla} = ple) gol cl)| = go 

当 X 不 为 模 g 的 原 特征 时 , 设 g = gh… ge 为 标准 素 因 子 分 解 式 ， 
由 定理 1.2.2 的 (iv) 可 知 X = X1…Xi,X; 为 模 gf: 的 特征 。 由 (2) 
式 可 得 

eX 二 | (| 下 区 5 (4) 
我 们 来 证 明 

(aX | asa, ($5) 

若 X 为 模 gti 的 原 特征 ,由 已 证 明 的 结论 可 得 | (Xi;)| = qs。 若 
xX; 为 模 g: 的 主 特征 , 则 


所 以 
I's Qi; 二 hs 
(Ny) = | 
0， Qi 三 2 


厂 X; 为 模 % 的 非 主 \ 非 原 特征 , 则 a; = 2。 设 xX; 是 模 gti 的 原 特 
征 ,1 < B; < a;, 则 因 每 个 满足 g; 人 下 a 及 1 < a < qfi 的 a 可 了 唯一 
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地 表示 为 m+ ngt:,gim,l < m< ,0<n< ghf-1, 我 们 
有 
7 


lsm<¢ 0< ms 人 ii 0 


| Xe )( 2 a))=0: 


a. 
l<m Ss 0snsg.,’ i— 


因此 |z(Xi)| < 了 总 成 立 。 由 (4) 可 得 , 当 X 为 模 g 的 非 原 特征 
时 | 区 叉 刘 过 os 
(iii) 当 X 为 模 g 的 主 特征 时 , 设 g = gh…g* 为 g 的 标准 率 
因子 分 解 式 , 则 由 定理 1.2.2 的 (iv) 可 知 X = X1…Xi,X; 为 模 0 
的 主 特征 。 由 (2) 可 得 
cn) = S(n,X) = || s(n,xi) = ll es A 


Ls iar lsisgr 
而 op(n) = Sn,%) = 忆 Xi(o)e( 各 | = De 
1<a<9ii 1<a<9i 


qita 


- DR)- 2 ela) 


1<a<di 1<b< di 
所 以 ,着 芍 | 元 ， ee 4 二 0, 则 由 等 比 级 数 求 和 , 当 4 = a; 时 ， 
S(n,Xi) =o-go = 9p(g8), 当 A = a; -1 时 , S(n, Xi;) = 
- gi 1, 而 当 0 < 4 <w -1 时 , 则 有 SCn,X) = 0。 因 此 


p( gri)n( gr/( gri,n)) 
人 i(n) = = wn) (6) 
因为 jy(m/(m,n)) 与 o(m/(m,n)) 都 是 m 的 积 性 函数 ,所 以 由 
(5) 与 (6) 可 得 
下 SS 
4 pl(q/(gsn)) 
证 上 毕 。 
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下 面 的 这 个 结果 是 关于 特征 和 估计 的 。 
定理 1.2.4 设 二 3,X(n) 为 模 g 的 一 个 原 特 征 ,M 为 任 
一 正 整 数 , 则 
] ZX 2 2 qlog qo 
证 明 : 由 定理 1 2.3 的 ) 与 (ii) 可 知 


Rn sl taka)), 


2 ls<sa<g 
其 中 |z(X)| = Wg， 和 = e2x。 因 此 ， 


Xn) = = 总 ,Xe 人 中 (7) 
由 等 比 级 数 的 求 和 可 知 
na etaradtl = e(Ma/q)) 
dl gq ) 二 ] e(a/g) (8) 
因为 
1 )| = lol 3) = el30) )| = 2|sin |， 


而 若 0 < 9 < -> , 则 易 证 (通过 求 导 ) 

和 0 < sin 0， 
所 以 , 若 在 (7) 两 边 取 绝 对 值 , 则 由 (8) 可 得 (将 求 和 分 成 c < 了 
与 a。> 性 两 部 分 ,并 应 用 sin(x - 09) = sin 0) 


Xn < > .12|sin(an/g)| 
<Val : 二 |。 (9) 


lsa<q/2 a 


敬 &€ > 1, 则 


4 人 
1 站 du = 1 + log é€6 
人 1] UH 


1 和 0 三 
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于 是 ,由 式 (9) 可 知 本 定理 成 立 。 证 毕 。 


练 习 


( 工 ) 应 用 定理 1.2.2 的 (i) 与 (iv) 证 明 , 若 g = 2*p4…px 为 
4 的 标准 系 因 子 分 解 式 ,a = 3, 则 模 9 的 任 一 个 特征 函数 X(n) 形 
如 


ray - 训 Dmecoe| "a 11: | ol 车 (n,og) = 1， 


0， 否则 ， 
其 中 (mi, mz, 有 1，,… ,上 ,) 为 任 一 组 满足 
Qeme< lle me ,eb pl) 
的 整数 ,a(n) 及 B(n) 为 由 引 理 1.2.1 的 (i) 中 确定 的 函数 ,v,(n) 
为 n ee 的 某 个 指定 的 原 根 g; 的 指数 .类似 地 ,考虑 9 = 
2“p4 pa = 0,1,2 时 的 特征 函数 的 形式 。 
( T ) 右 p 为 奇 素数 ,证 明 模 p 具有 唯一 的 实 原 特 征 。 
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设 a(n) 和 4A(n) 为 二 个 积 性 孙 数 ,A(n) > 0, 而 当 n 一 % 时 
A(n) 一 % ,并 设 无 穷 级 数 


”二 
We) 2 Tn 


当 Res = o > ao 三 1 时 绝对 收敛 。 设 * 为 任 一 复数 ,Res = c > Oo0o 
厂 n 的 标准 素 因子 分 解 式 为 n = 上 4 …p，, 则 


Gtn) TT ol pe) 
(Xm CAC PRY) 
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因此 , 若 设 下 与 了 为 充分 大 正 数 , 则 


(Pp) i 
Es = 下 = 六 /Cn 于 ， 


其 中 计数 于 >)' 中 的 每 个 n, 或 者 它 有 素 因 子 大 于 ,从 而 n > 


,或 者 它 的 素 因 子 都 小 于 外, 但 至 少 有 一 个 素 因 子 bp 及 一 个 整数 
sya > 了 ,使 得 pr [mw; 类 而 Ww > 22s 于 是 


a(n) la(n)| la(n)| 
2 (A(n ))! < < 2 (A) + On) 


今 Y~ %, 得 
ap) ‘laln)l 
Ta = nb (A(p YY’ 和 o> sh 
再 令 X 一 wm , 则 得 


F(s) = I 


我 们 注意 到 , 若 对 于 每 个 素数 p, 当 o> mg 时 六 人 
+ o ,并 且 极 限 
| a(P)| Ialp )| 
[I (> CA BY A im] (> AU 旋 
存在 , 则 上 面 的 讨论 实际 上 已 给 出 (注意 :4(1) = a(1) = 1) 


|a(n)| |a(p')| | 
之 "A :I> (ALp | Ei (A(p'))” 让 


p<X p=2 


因此 , 令 氏 二 ,可 知 无 穷 级 数 》 EU es i 


qm 
是 绝对 收敛 的 ,于 是 ,我 们 有 
引 理 1.3.1 者 an) 及 A(n) 为 积 性 函数 ,MK(z) > 0， 
limA(n) Ss 和 0 有 党 5 克 宇 工 付 ， 


" a(ln) 二 a(p)| 
2 Tn | "))s 


a 
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则 当 Res > co 时 ， 


二 2 pr . (> ey) 
当 X 为 模 9 的 任 一 特征 ,g 1,a(n) = X(n) 及 A(n)=n 
时 ,我们 称 Rs ) 为 工 函 数 , 记 为 Z0s,X)。 特 别 地 , 若 g = 1,X(n) 
= 1( 却 对 1), 则 称 了 (让 为 函数 , 记 为 Cs)s 出 于 当 厂 充分 大 且 
5 > 工时 ， 


Un = 】 二 
n<X 


这 
ce |) | “die 


和 > 1 


ey ;i Oo 
nal wml pal 
所 以 L(s,X) 与 i(s) 当 Res > 1 时 都 绝对 收敛 ,日 由 引 理 1.3.1 
可 得 


L(s,X) = (> | IT | 


Fr 
a T(t 


应 用 下 面 的 引 理 1.3.4, 不 难 验 证 L(s,X) 与 5(s) 都 是 开 集 
|s|Res > 1 二 上 的 解析 函数 。 我 们 将 证 明 当 X 了 Xo 时 ,L(s,X) 可 
解析 开拓 为 全 平面 上 的 解析 函数 ,而 5(s) 则 可 解析 开拓 为 全 平 
面 上 除 孤 立 奇 点 = 1 外 处 处 解析 的 函数 ,是 5(s) 以 = 1 为 一 
阶 极点 。 

引 理 1.3.2 设 实 图 数 g(9) 在 闭 区 间 [ a,b] 上 Riemann 可 
只 ,4 为 非 零 实 数 , 则 


b 
lim | g(9)sin(A9)dp = 0。 


证 明 :因为 g 在 [a,b] 上 Riemann 可 积 ,所 以 g 有 界 , 且 在 
[a,b] 上 绝对 可 积 , 设 n > 1,[a,b|] 的 nn 等 分 为 
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= 放 帮 
= se 


又 设 sup g(o) = K, inf go) = 天 ,0 三 1 三 mo 则 
FEL PE LR] 
; a fs 
| g(g)sin(hg)dg| 二 | > | ep)sin(ip)dp| 
a 0 鸭 


= 


0=<i=<n 


< "ap)- Bllp+ 72( D Ihl) 
0O<i<n 


Oxi<n %; 


0 宛 | 才 (1) 


n ; 
Osis<n 0O=<i<n 


因为 g(o) 在 [a,bj」 上 Riemann 可 积 , 所 以 当 n 一 om 时 ， 

2 CK - pO(2 4] —~0。 

因此 , 任 给 。 > 0, 都 存在 N = N(e) ,使 得 > Ne) 时 ,(D) 式 右 
边 第 一 个 求 和 < 三 。 无 妨 取 m” = [N(e)] + 1。 当 n 取 定时 ,可 知 
存在 (se) > 0, 当 和 > 4(e) 时 ,(1) 式 右边 第 二 个 加 项 < 广 。 则 
SAKEI 


| “(gl(9) — ki)sin(Ap)dp+ | “sin(ag)dg| 


多 
x. 
! 


ep)sin(ap)dy 让， 


所 以 按 定 义 可 知 
lim | gp)sin(AMp)dop = 0。 
证 毕 。 
引 理 1.3.3 设 xx 与 a 为 实数 ,x > 0, 则 


oo 
3 -nta) mx 3 em x+2rina 人 


二 一 95 有 三 一 加 


证 明 : 显 然 , (2) 式 两 端的 无 穷 级 数 都 是 绝对 收敛 的 , 且 (2) 
式 两 端 都 是 a 的 周期 为 1 的 函数 ,因此 ,为 证 此 引 理 ,我 们 仅 需 考 
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虑 0 三 ao < 1。 事 实 上 ,我 们 只 要 就 0 < a 三 二 7 的 情形 证 明 (2) 式 ， 
因为 若 六 5 广 , 而 我 们 看 到 


—(n+a) n/x -~(1-a+n) /x 
3 e = es e 
n=—-% 


n=—% 


bp on wt2nin a 区 2 or 上 3 r+2rin 《 国 2) 
所 以 由 关于 1 - a 的 (2) 的 相应 等 式 可 知 此 时 (2) 式 对 于 a 仍 成 
有 < 下 方 o 令 


fla) 有 enta) ma 
下 面 我 们 寻求 f(a) 的 Fourier 级 数 展 开 式 。 对 于 充分 大 的 正 整数 
M ,考虑 部 分 和 
Su(fra) = >，ane(ma)， 


| | < 
这 里 w， = | /Wel- um)du ,而 对 于 实数 £&,e(&) = exp(2r 认 )。 


由 等 比 级 数 求 和 , 当 0 <wu<1 且 wa 时， 
2 e(m(a — u)) = e(- Ma ~ u)(] -~ e((a - u)QM + 1))) 


m| <m 1 一 e(a —u) 


e| = + 7 )(a 本 1)] e| (M + 了 Ja 一 1)] 
e| -a 1)] = (3 1)] 
sin(2x(M + 7)(a zs 

Hn a 3) 
因为 lim 2* = 1, 我 们 可 将 a。= uw 看 成 (3) 的 极限 情况 -这么 一 
来 ,(3) 就 对 所 有 的 uw € [0,1] 都 成 立 了 。 我 们 由 此 得 
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sin| 2x(M + 7)(a - | 


sin| r(a -uu)| 二 


1 
Su(f,a) = | f(u) 
因为 ( 设 n 为 整数 ) 


| ne)d0 = 的 
0 1 ， 
所 以 由 (3) 又 有 
和 | ~- (| mao)e(- mu)du | e(ma) 
] sin| 2x(M + 7)(a 一 u)| 
of snl)] 
因此 得 


sin( 2x(M 十 3)(a 一 1)] 


1 
Spy) - f(a) = [R070 “J nn 
. sin( 2x(M 十 六 ) gj 
| ay = Ha 9) -— gay 
时 sin(2r(M + 六 )9) 
f . (fla + 9) -f(a)): i (4) 
当 0 < 9 < 二 时 ,我 们 令 
ts 
g(9) = sin(nx9) 站 we sin(x@) 
es 2 gn(9)。 


对 每 个 整数 n, 令 
十 —-(n+a i 家 
Bn = lim gn(é) 1 Se he 本 训 ， 关 


则 我 们 断言 :函数 g(p) 在 [0,a] 上 连续 ,为 此 ,我 们 仅 证 明 g(o) 
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在 pg = 0 处 连续 ,因为 可 类 似 证 明 g(p) 在 其 他 点 p € (0,a] 处 


也 连续 .级 数 g(p) = >\ g,(o) 在 (0,a] 上 是 绝对 收敛 的 ,因为 


及 三 一 00 


人 ] | 


(人 1 | 
sn no 


|gn(9)| = 


e 


2 
(n+a) n/x _” 
e 用 十 QI) TAX 


es 二 
~ sin(x9) 本 i ly -29(n + a)) 出 
所 以 ,由 sin(rp) > 29( 注 意 :0 < 三 w =< 


] (i) 
人 


k=1 


(a+2 | n+a | 一 n+a | )r/x 
O 


-< 


1 
2 
故 g(p) = 之 gr(9) 是 绝对 收敛 的 。 因 此 , 任 给 s > 0, 存 在 NN = 
N(e) > 0, 使 得 
一 (|g(9)|l+ 1g|)< 
对 一 切 pg € (0,a] 成 立 。 叉 由 于 lim gn(&£) = g, 对 每 个 整数 
n,n| < VN, 必 存 在 6, > 0, 使 当 0 < pg < 9 时 ， 
ec 
|gn(9) 了 gn | < GN® 
故 存在 一 个 6 = 6(z) > 0,; 使 当 0 < pg < 5,|n| < NN 时， 


区 
(= Bol < on 


总 成 立 。 由 此 可 得 
| 2 Wl 六， = 3 BP) = | < ON El on pe 
|n| < |n <N | | < 


~ 一 


Wm Ox v6 时 ， 
1g(p) -eg(O)|< | > (ga(9) - 可) 


| = <N 
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了 委 | etn) [8s|) a ss 


|n|>w 


因此 可 知 g(p) 在 w = 0 处 连续 。 类 似 可 证 g(p) 在 其 他 点 9p € 
[0,w] 处 连续 , 故 g(p) 在 [0,x] 上 连续 。 这 样 , 由 引 理 1.3.2 立 即 
可 知 (4) 式 右边 第 一 个 积分 当 M 一 om 时 趋 于 零 ,而 同 理 可 证 (4) 
式 右边 第 二 个 积分 当 M -> o 时 也 趋 于 零 。 由 此 我 们 得 到 

沽 而 儿 二 lim Su(f,a) = ame( ma ) 。 (5) 


我 们 有 : | 
E : Se 
Qa, = | AwWel- mu )du = i 计 : 
et ws)el mu )du 


[a >N 
要 :SD | eer ol 六 | 
[wl | | >N 
三 | wn o( 志 | 
[| <w” 


N+1l 本 x 
三 志 | “。 2 mxz) di 十 史记 | O 
无 妨 设 m > 0。 由 残 数 定理 我 们 有 
| a dz = 0， 
太 
这 里 工 是 由 复 z 平 面 上 端点 为 (N+1,0),(N+1l,mx),(—N,mx) 
及 (- N,0) 的 矩形 所 构成 的 积分 路 径 。 所 以 


N+l _ 中 
| BB DT dy = Ri Ry Rs, 


_N 

这 里 Ri, Ry 与 Rs 是 分 齐 沿 着 从 (- NV,mx) 至 (-N,0) ,从 (- 
0) 到 (N+1,0), 和 从 (N+1,0) 到 (N+1,mx) 这 三 条 边 所 取 的 积 
分 。 我 们 有 
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mx A NG 
| RI| = ol | 人 dt 
0 


A 2 
) = O( estMme) mx ) 人 


mx 工 2 :WN 必 ku 2 
本 运 ol 上 dt |) = Om i ji 

因此 , 令 VW-> % 可 得 

0 区 2 % 2 
三 et | ex**du =2 1/ 三 。 gt| e dys (6) 

_ oo T 0 

任 给 s > 0。 我 们 有 

% 2 2 (2 2) 
i oe do = | ee Vddv Ole), 


0 


Dle) 
这 里 
Dle) = {(v,v) | 00 = 
作 变 量 替 换 wx = rcos 0,v = rsin 0,r > E00 0 pb 
|| eaves = tail re dr d0 = Rs 
0 E 
D(e) 
因此 , 令 s > 0 可 得 
| B= 一 Y C7) 
0 2 


由 (5) ~ (7) ,可知 引 理 1.3.3 在 0 < a < 方 时 成 立 。 接 下 去 ,与 前 
面 证 明 孙 数 g(g) 连续 类 似 地 , 可知 (2) 式 左 右 两 边 的 函数 都 在 
a =0 处 连续 。 因 此 , 由 已 证 明 的 结果 , 令 a -> 0+ 可 知 (2) 式 在 
a = 0 处 也 成 立 。 再 由 我 们 的 说 明 就 可 知 引 理 1.3.3 对 一 切实 数 
a 都 成 立 。 证 毕 。 

引 理 1.3.4 车 级 数 YF (ta) 当 | a as| 二 5 时 收藏 ,各 不 
疯 数 f(a) 在 a 二 ao 处 可 导 , 且 对 任意 的 01,0 < | | < 6 ,存在 
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与 n 无 关 的 常数 C1 及 C,, 使 得 
| F(ao 过 1) F(ao0) | < | 61f, | 、 


[| 
则 SF(a) 作 为 a 的 函数 在 a = ao 处 可 寻 , 且 


(Pmta))| = me 


(注意 :ao,a,61, F(a) 及 都 允许 取 复 值 )。 
证 明 : 令 


过 一 


a 


任 给 @ > 0, 设 0 <|A| < 6, 则 


F(a A = F(a 和. 
| a a 


< DO- peo)| 
| 有 (ao F(a0) ， 5 (oo). 
由 假设 条 件 可 知 
| 
因为 也 1.| < = , 故 存在 充分 大 的 No(e), 当 NN = No(e) 时 ， 
| F(ao0+ = F(a0) | | F(a0) |] < §， 


对 每 个 正 整数 mm 二 N, 因 为 f(a) 在 a = ao 人 处 可 导 , 由 定义 可 
知 存在 充分 小 正 数 A,,A, < 5,; 当 0 < |A| < A, 时 ， 


Cay A) = Fw) 
A 


€ 
< DN。 


— F(ao) 
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凡 此 省 人 过 | 克 | 二 minA, = 61(e) 时 ， 


Flao+ A).- F(ao) 3 
加 = F(ao) < 
| [en . . 
Flaog + A) = F(ao) / 
| 人 i 2 Ph(a0) < Eo 


这 样 ,由 定义 就 知道 3 F(a) 在 a = ao 处 可 导 , 且 


F'(ao) = ST plo, 
有 了 这 些 准备 ,我 们 可 来 建立 L 函数 与 ¢ 函数 的 函数 方程 。 
定理 1.3.5 (i)T( 广 ) = Vx。 设 X 为 模 g 的 原 特征 ,车 
X(-1) =1, 则 6 = 0, 看 X(-1) =-1, 则 6 = 16 对 于 w 1, 令 
FOusX) = DCm) me ue, 
则 本 


1 
0 本 oo 
£(s,X) = | 2C0-1-s) p(X du | W280+5)-1 p(X du 
为 一 个 整 孔 数 , 并 满足 
了 
其 中 r(XY) 为 Gauss 和 。 在 Res > 1 时 定义 工 函 数 
L(sX) = > Xen), 


则 LL(s,X) 可 解析 开拓 成 为 整 函数 (解析 开拓 后 的 函数 仍 记 为 
L(s,X)), 解 析 开 拓 后 的 L(s,X) 以 = -6 -2n 为 平凡 的 零点 ， 
n 为 任意 非 负 整数 ,日 满足 
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Ess gr er| 二 ts + 8)), 
着 5 四 间 非 仙 束 效 ， 


E£(s,X) 一 1 
lm (Ls XI VTS ts .jm 
在 ==- 人 -27 元 为 某 个 非 负 整数 。 

(ii) 令 


Se D(| 凡生 十 wD) ( > -me) du) 和 
则 &(s) 为 一 个 整 函 数 , 满 足 
(3) = (1 ~ 
在 Res > 1 时 定义 5 函数 
ee 
则 c(s) 可 解析 开拓 成 为 全 平面 上 以 = 1 为 唯一 极点 、 相 应 残 数 
为 1 的 亚 纯 函数 (解析 开拓 后 的 函数 仍 记 为 E(s)), 它 以 - 2n 为 
平凡 的 零点 ,n 为 任意 正 整 数 , 并 满足 


Wy - Drz¢(s)T( 坪 1 ， 
若 广 不 为 负 整数 ,。z 1， 
2 lim (Cs -Dig(s)(Ts + 1D)， 
车 让 = - n,n 为 正 整 数 ， 


1 “和 
证 明 :(i) 当 X 为 模 9 的 原 特征 时 ,由 于 (X(-1)) = X(1) = 
1, 所 以 X(- 1) = 1 或 - 16 先 考虑 X(-1) = 1 的 情形 ,这 时 5 = 
0。 设 * 为 复数 ,Res = o > 5。 由 $1.1 我 们 有 
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rs) 一 | edx。 
对 于 每 个 正 整数 ”, 作 变量 替换 * = n“xy/g ,可 得 
2 po 8 2 
n= (| era (8) 
所 以 , 按 定 义 有 
(qr!)3n-T( 注 s) = | temsrgy 


= lim a(e,n) + am b(M,n), 


e071 


这 里 
) El ynny M I 
a(e,n) = | ee" Udy,b(M,n) -| Et 
因此 , 设 NN 为 一 个 正 整数 ,0 < s < 1/N,M > N,NWN 充分 大 ,使 得 
当 y 二 NN 时 


4 Bt ‘yq 


y2 Eo 


则 


a(€, n) -| ye sar Ma -yn /qqgy 


| 
| “9dy 本 o( | lqy 
N [3 


| = _yrn /gq -2 
| € dy 十 O(N 2 
N 
N § 2 M 4 几 
b(M,n) 一 | ya eI ‘9dy + | ‘9dy 


i pe 
-| 7 Be dy + 0(| edy) 


二 jo -yxn” dy O(e-My9), 
因此 
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3 ] 中 
(qr 3n-T( 方 | | 1! 1 .=n gy :| y2” e -yn /ggy 


N 
.ON (9) 
wh N i 
(gr Ji( 2 xn) nT(Fs) 一 j 1 | 2 X(n)e Se 4) dy 
2 
+| 六 (Px) dy + OCN'-$ + Ne-"),。 (10) 
= 图 一 ,所 以 级 数 
1“ TY 


， Ym he” /gqg 
| 


对 于 y € [1AN,N] 是 一 致 收敛 的 , 且 因 每 个 加 项 都 为 [17N,NN] 
上 y 的 连续 函数 ,这 个 收敛 的 级 数 就 代表 [1XN, Nj」 上 的 连续 也 
数 。 由 于 


2 2 
—ynn /gq — yn/g —ynn /(2g) pe-7Y™V9 2 
> je =e » ie 二 6 > 


n>N ny 4 
要 -yn/qg 。_d 
= Oa (11) 
所 以 由 (10) 可 得 


(gE (DCm)n) Ts) = | y(n) er ) dy 


+ (De arro( 方 ， (2 
其 中 0 常数 与 9 及 a 有关。 由 定理 1.2.3 的 (i) 可 知 


Xi = eel ee), 


i 以 时 ZN < y < 1 时 ,由 引 理 1.3.2 我 们 有 


oo 
tna 2 
a) | Rs /q+2nian/ q 


X ynn /gq 所 本 
2 (n)e 
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= 人 > Xo) -m+a/g) ea (13) 


因为 每 个 整数 n 可 以 唯一 一 地 表 为 n = a+rmd,1 三 oa 三 q，,7m 为 整 
数 , 因 此 由 xX(:) 的 周期 性 可 知 


的 - 一 二 人 7 :2 We 
n=1] pa 


Dri(X) Se 
bs _yrn/ Vg 和 -nn /gy 
| yi Px)em) ay = | ys 2 Kewe) dy 
N nis 2r(X) a 
Vg -二 _mun/ 
= 2) 2 2( 2 XCn)e 9) dv。 (14) 
由 (10) 及 (14) 我 们 得 


(gr-1)2( 2 Wa | 
rn a DXn)em a) du 


ar(XNI 
+| 上 -( > x(ne dy + O(N): 多 
当 y = 1 时 ,与 (11) 类 似 地 有 估计 
>yX(n)errmen - O(g0-™s), (16) 


设 M > M > 0,M 充分 地 大 ,使 得 当 y > M 时 ,e233 > y2-1 则 
Ms 3 本 
(xe ) gy 
n=1 


a 
= o(| ge™ dy] = Oe 


由 此 及 定义 ,可 知 当 NN 一 o 时 (15) 右 端 第 二 个 积分 的 极限 存在 .类似 
地 可 知 (15) 右 端 第 一 项 中 的 积分 在 N 一 % 时 极限 也 存在 ,在 (15) 中 今 
N 一 %, 当 Res > 5 时 就 得 到 (利用 X(- 1) = 1) 

] 


L(s,X)(gn-D)iT( 吉 ) -es 2 Td 
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+ | (udu， (17) 
这 里 
F(asX) = Yl Xn)em, 
由 (16) 可 知 当 w > 1 时 上 
DE 
并 且 若 是 任意 实数 , 充分 大 , 则 有 


1 oO 
一 太 十 
W222 多 区 


所 以 由 引 理 1.1.1 的 (ii) 可 知 函数 
‘fo 9 1 入 一 一 3 
£(s,X) = meal wu 2 28F(,X)du | UL2- F(u,X)du(18) 
是 一 个 整 函数 ,由 定理 1.1.5 的 (i) 及 (ii) 可 知 :有 (s) 在 全 复 平面 
上 除去 极点 s = 0, -1, -2,… 外 处 处 解析 , 且 工 (s) 处 处 不 为 零 。 


今 


nu/ (2g) 


es [re 若 * 不 为 非 负 整数 ， 
8(s) = 


0 否则 ， 
我 们 要 说 明 :g(s) 是 一 个 整 困 数 。 显 然 , 耕 z 不 为 非 负 整数 , 则 
g(s) 在 s = z 处 可 导 。 和 在 z 为 非 负 整 数 , 设 z =- m,m 三 0。 当 
Oilstm| < 方 时 ，s z= mEO=|Res+ ml < 广 。 由 定理 
1.1.5 的 (iD) (ii) 及 (iii) 可 得 


(4 Th 
8(s) = J 


因此 根据 定义 可 验证 g(s) 在 s =--m 处 也 可 导 。 所 以 g(s) 是 一 
个 整 函 数 。 对 所 有 的 复数 ,我们 定义 一 个 整 函数 A(s,X) 为 


A(s,X) = €(s,X)g(Fs)( gr!) 
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内 (17》 及 (18) 可 知 当 Res > 时,X(3,X】= 上 (#3,X)s 因此 


A(s,X) 可 视 为 L(s,X) 在 全 平面 上 的 解 拓 开拓 ,由 解析 也 数 的 
性 质 可 知 ,L(s,X) 在 全 s 平 面 上 的 解析 开拓 是 唯一 的 。 对 于 非 负 
整数 m, 由 g(- m) = 0 可 知 4(- 2m,X) = 0, 故 解析 开拓 后 的 


人 X55 和 记 为 LL(s， 
xX)。 若 在 (18) 中 以 1 - 代 , 并 以 X 代 区, 则 得 到 


Bt] Ws 二 | de 
v1 


oo 到 cs 
+| 2 2F(wmw Xduvs (19) 


由 定理 1.2.3 的 (ii) 可 知 | r(X)| = Vg, 所 以 tz(X) r(X) = gq, 而 
因为 X(- 1) = 1, 所 以 


rz = DR) -2)= DX 0)e(- 2)= 0), 


由 此 可 得 2” = ECX) .因此 ,由 (18) 与 (19) 我 们 得 


r(xX) Vg 
于 
&(5,X) = /5 &(1] 对 人 (20) 


此 即 志 函数 的 图 数 方程 ,其 中 X 是 模 9 的 满足 X(-1) = 1 的 原 特 
征 。 以 下 设 X 是 模 g 的 满足 X(- 1) = - 1 的 原 特征 。 由 (8) 可 得 ， 
当 了 eg 5 5H, 


(qn!)n'- 呈 ( 冬 ) = ye 
由 此 出 发 ,应 用 不 等 式 ”< 答 e" 2 及 若干 熟知 的 估计 ,对 任 一 
充分 大 整数 W ,可 与 (12) 类 似 地 得 到 
( 2 pa Ld (qr)3T (3s] = | 2 nX( we wa) dy 
a N 


t=] 
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| 有 ON (21) 
接 下 去 ,应 用 | 
1 i We SY Xn) er , 


n=1 n=—-% 


与 (13) 类 似 地 ,对 于 WN 之 之 1 可 得 


pe 一 Sz 可、 PE /q+t2rian/g 。 (221 
n=1 2 A iN 窑 ' 二 go 


在 引 理 1.53.3 中 ,六 一 2 < = yqs 由 


(@-(n+ta) rz， ey eh 让 a) ente) ma 


2 。 2 
(e = se » Vea NAX+2Tina 


我 们 可 应 用 引 理 1.3.4, 分 别 对 (2) 式 左 边 和 右边 的 a 的 函数 逐 项 
求 导 ,然后 令 a = ao = a/g, 就 得 到 


-es = pA es 
ja 372 3 (n 证 a )e (n+a) TAX 0 > Ne n TAR 


玫 三 一 0 几 二 一 9 


由 此 可 知 当 a 固定 时 (22) 式 右 端 对 n 的 求 和 为 


=3/2 2 2 
让 于 | > 六 | 0 my 
因为 每 个 整数 m 可 唯一 地 表 为 m = mg + a,1 < a =< 9,n 为 整数 ， 


所 以 , 当 1/N < y < 1 时 ,由 (22) 得 到 


es ) 
1 _m ng < 人 nal 
2 hn)e 四 ( y > Xo) 7 十 a/ gq)e 水 
2 -2 , Yy = me 
2 2 2 — 2 gy 
"3 goly) 之 mm)e 


gr iy -mL 
:于 X(m)e 


因此 
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| | > nC ne /0) dy 


二 
N nz=1 


| 一 


.TD N = 2 
| i | Sm me gy, (23) 
r(X) 1 m=1 


由 (21) 及 (23) 可 得 


N ， 蕊 了 
之 / Xn)n) (xD 了 | 一 | m a md du 


二 BE | > (ne 9) dy 二 (24) 


可 与 证 明 (15) 式 右 端 的 两 个 积分 当 N 一 o 时 收敛 类 似 地 ,证 明 
(24) 式 右 端的 两 个 积分 在 N 一 % 时 也 收敛 。 因 此 ,在 (24) 中 令 
N 一 o，, 人 得 

2 


L{ 人 = 1,X)(gn-1)T( 去 | 到 | 2 Xdu 


| ved i Xd, (25) 


其 中 Res > 5， 


Do 


C(U,X) = mxX(m)e-™ "9, 


m= 1 


当 Res > 5 时 ,将 (25) 中 的 s 换 成 * + 1, 可 得 


Lss XC gma TOF(s + 1)) = a a Yd 


9 
+ | 2 2G(N, Xjdis (26) 


可 与 证 明 由 (18) 定义 的 函数 &(s,X) 是 整 函数 类 似 地 ,应 用 引 理 
1.1.1 的 (ii) 证 明 , 对 任意 复数 ; 定义 的 函数 


i 
£(s,X) = i i X)du 
9 r(xX) 1 》 
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+ | wi-2G(u,X)du (27) 
1 
是 一 个 整 函数 。 再 用 我 们 已 经 定义 过 的 整 函数 g(s) ,定义 
ja 


则 2(s,X) 为 一 个 整 函 数 , 且 对 于 正 整数 m,A(1 -2m,X) = 0。 由 
(26) 及 (27) 可 知 , 当 Res > 5 时 4(s,X) = L(s,X), 因 此 ,我 们 就 
在 X(-1) =-1 时 ,也 将 Z(x,X) 解 析 开 拓 到 了 全 复 平面。 若 仍 
记 4(s,X) 为 L(s,X), 则 解析 开拓 后 的 L(s,X) 对 任何 正 整数 m 
满足 L(1 - 2m,X) = 0。 由 


rT DRCayel 2 SE 2 a)el = 和) = 二 (和 )， 


以 及 g = |r(X)| = r(X)z(X)( 见 定理 1.2.3 的 (ii) ) ,我 们 有 函 
数 方程 


] 


] ~- ss 三 ig? & 人 于 
él( 这 xX ) (28) 
为 将 (20) 与 (28) 写成 统一 的 形式 , 令 
a -| 1 
1 ， 和 


以 及 
于 
0 2 on Pp 
6 = nT) Bp, Xd 
0 1 
:| rl py XY 


这 里 F(w,X) = SY x(Cn) nse-"e /9 
| 
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Dt te 
各 了 二 -8-25 7 为 任意 非 负 整 数 ， 
E(B 一 
lim ,wt a 再 3) | (ga Pn), 


硅 s = -6 -2n,n 为 菏 个 非 负 整数 ， 


过 六 


ls, XY = A ee(l - s,X), 


其 中 L(s,X) 已 被 解析 开拓 上 到 了 全 平面 ,上 且 以 -6 -2n 为 零点 ,n 
为 任意 非 负 整数 。 
(TW Res > 5M 人 你 佐 1 时 的 (8) 式 出 发 ,对 任 
意 正 整数 N 可 与 (12) 式 类 似 地 得 
全 S$ by ] 3 Cn _ 欧 
(Dn) ir(s) = | y371( Pew ) ay 
n=1 N 


n=1 


在 引 理 1.3.3 中 取 a = 0,x = y- ,得 
a 二 | 3 a 
所 以 


闭 - 襄 ab . 人 二 


2 1 = 
] ey ra Ve 


( nm] 二 = | ii p(w)du + | ui!F(u)du 


二 Pp O(NW™), 


50 第 一 意 了 工 函 数 
这 旺 PR(w) Van 和 楼 下 去 村 让 -二 aa ,并 应 用 立 ( 立 | = 
r( 立 + 1 ,可 与 (17) 类 似 地 得 


5 村 于 De(s)r dT (Ss 第 1 


-GD 人 (| isp + | whip)du) + 1, (29) 


里 然 这 是 在 Res > 5 时 得 到 的 ,但 是 由 与 函数 L(s,X) 的 Xx(-1)=1 
的 情形 类 似 地 可 知 (29) 右 端 表示 ， 的 整 函 数 , 我 们 记 为 £(s)。 则 


2(s - DE(s)r iT(3s +1)= (5),8(0) = €(1) = 1, (30) 
且 若 令 gi(s) = g( 主 +1]( 关 于 g(z), 见 (i) 的 证 明 ), 并 定义 
是 大 和 于 演 Fé(s) 8) i 


则 易 知 4(s) 为 一 个 全 平面 上 的 半 纯 函数 ,具有 唯一 极点 和 = 1。 
由 (30) 可 知 当 Res > 5 时 4(s) = 5(s), 因 此 4(s) 是 5(s) 的 解 
析 开 拓 。 我 们 通常 仍 将 4(;s) 记 为 E(s)。 因 此 ,解析 开拓 后 的 <(s) 


仅 以 s = 1 为 极点 ,相应 的 残 数 为 (由 (7) ,并 在 相应 的 天 ( 省 的 积 
分 表达 式 中 作 变 量 蔡 换 + = 5?) 
lim(s - DE(s) = lim(s - DA(s) = 二 6(GD)eI(I)z 
=- (7(2)) 考 = 动 r( 动 )=1 
并 且 , 由 gi 及 g 的 定义 我 们 还 有 
5(0) = (0) = - 二 6(0)gi(0) = - 才 ， 


外 -2) = 一 6(- 2m)&I(- 2m)mrm(1 ni 
其 中 m > 1,m 为 整数 。 若 在 上 (s) 的 表达 式 中 以 1 -， 代 ;, 则 我 
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们 发 现 6(s) = &(1 - s)。 这 即 5(0s) 的 图 数 方程 .并且 ,我 们 有 


2 = Dr dt(s) Ts .1 


关 不 为 负 整 数 ,s 头 1， 


和 
车 二 为 负 整 数 - Nn， 
1 rs — 史 


证 毕 。 
利用 工艺 数 和 & 函数 的 函数 方程 , 我 们 给 出 它们 当 0 < 
Res =c 和 1 时 的 估 阶 ,这 是 运用 残 数 定理 研究 某 些 数论 函数 求 
和 的 基础 。 我 们 有 
定理 1.3.6 (i) 硅 XX 为 模 g 原 特征 ,s = oc+i 认 ,0<o=<1， 
则 
Ls) = Wa El 4 tel 
而 才 o 1 有 则 L(y ,XY ss 0D(logtals| ))s 
(大 # 三 0 二 于,0 记 8 和 1,5 交 1, 则 
(YN(s = 1) a OC sl | 4 2 
sl “oe 
(3) = DUlogl lt| +.2))s 
当 x 3 时 ， 


c(1 Ff 到 = O(log %)o 


证 明 :(i) 证 明 分 二 步 , 先 给 出 工 函数 粗粮 一 些 的 佑 阶 ,然后 
在 此 基础 上 适当 运用 解析 孔 数 的 最 大 模 原 理 。 

(a) 初步 的 阶 估计 。 设 W > M > 2,0 三 Res 二 1。 由 推论 
1.1.4, 我 们 有 
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3 :| ( $Y x(a) rd SI Xtn)) me 


<n<N 


先 设 Res 二 3/2。 则 得 
L(s,X) = 人 Ce 十 ss 十 ,| ( X(n)) tld 


<n<t 


(ns (31) 
由 定理 1.2.4 可知 
> Xn) = DO(Wlog(29))。 (2) 


因此 , 肴 在 (31) 中 令 W 一 o , 则 得 (用 定义 验证 积分 收 钱 ) 
| ,| ( SY x(n)) sldt。 (33) 


利用 估计 (32) 及 引 理 1.1.1 的 (i) 的 类 似 证 法 ,可 知 (33) 中 的 积 
分 表示 复 * 平面 中 半 平 面 Res > 0 上 的 解析 函数 。 于 是 , 利用 
(33) ,我 们 已 给 出 L(s,X) 由 Res > 1 到 Res > 0 上 的 解析 开拓 。 
并 且 , 知 再 令 M > o, 则 当 Res > 0 时 还 有 


El ws 二 py Es 
当 s =o+iio EL1/2,1] 时 , 令 M = gq2(|z| +2), 由 (32) 和 
(33) 我 们 有 
一 0 加 —o—1 
(六 二 0( on 4 0( | s lg?log (| dt | | 
三 0O( M'-°( pm O(|s|lg' (log gq). M-°) 


= Uo (ll ot | 2 (4) 
其 中 用 到 


| 


Bs = 地 | | 
n<M 


当 s = 1 时 , 今 


, rdt= logM+1。 
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ead 


F(s) = TI 
a = C1) sl 
1 Br XN ds 
本 _ We 若 s 不 为 0 或 负 整 数 ， 
0， 否则 。 
在 定理 1.3.5 的 (i) 的 证 明 过 程 中 ,我 们 已 证 明 g(s ) 为 整 函数 。 由 
定理 1.1.5 的 (iv) 可 知 ,存在 一 个 绝对 常数 加 > 1, 使 得 当 | :| > 
如 时 F(s) 雪 | 1 人, 而 当 | | 三 加 时 ,因为 在 闭 区 域 
{; 一 s+ 0 oe =< so| 
中 F(s) 连续 , 所 以 F(s) 有 界 , 即 存 在 常数 C > 0, 使 得 
1F(s)| < Ci。 这 样 ,就 有 个 绝对 常数 C > 0, 使 得 当 0 < ec 三 172 
时 ， 
wa el (35) 
内 十 理 1:3.5 的 ( 可知 , 当 0 记 5 12H(s0) (00) 时， 
(sXe Do <|E()| | Bl = 3,X)|), 
因此 ,由 (34) 及 (35) 可 得 
Ea) = Oo os) 4 ot ot | il 277% (C906) 
由 定理 1.3.5 的 (i) 可知, 若 6 = 0,s = 0, 则 L(0,X) = 0, 因 此 
(36) 对 0 < o =< 1/2 总 成 立 。 由 (34) 和 (36) 可 得 
L(Y = OC gat] 4 Wi a | el 2))Y, (a 
其 中 ss=o+it,0<ox<1 
(b) 最 大 模 原 理 的 应 用 。 当 s =o+ii,0<o<1 时 , 令 
三 


54 第 一 章 了 工 函 数 
显然 , f(s) 为 连通 开 集 |s| -1/2 < Res < 3/2| 上 的 解析 函数 。 当 
oc E10,1] 及 1 = 0 时 ,由 于 
(i(s = 一 exp[ — pa it ) (log| § 二 鳃 | 生动 )| = 
expl (= (1 -= ojlogls = 2| = 座 主 iw)72|, 
其 中 9 为 一 实数 ,而 9 是 由 
= i 一 2) ， 


a 
确定 的 ,9 E (- 了 ,0)。 利 用 <E (0, >) 时 总 成 立 的 不 等 式 
sin € 宇 x&/2( 可 用 求 导 证 明 ), 可知 
(2 = Gy 


= 计 sin(—~ 0 < 


cos0+ isin0 = 


1 ， 


于 是 

re 0 
因而 再 由 (37) 可 得 

Iflo i ) | (天 二 2 )min((1-c)[2,c[2) 。 (38) 
对 任意 小 的 正 数 s , 令 

h(s) ss f(a)e™s 
显然 ,由 (38) 可 知 , 存 在 一 个 正 的 绝对 常数 C,, 使 得 当 0 < o <1 
和 + 二 0 时 
| (| 过 Cs | BAL 4 | Gi; | hbo)| a Gs 

又 由 (38) 可 知 必 存 在 To(s) > 0, 使 得 当 0 <o<1 及 :i = T0(e) 
时 ， 

Ih(Co + Ww)| = |flo + HW) Ie Ee Gon 
由 于 | Ks》 十 当 3 位 于 答 形 1s|s = + 在 0 过 立 过 1 0 
< To(e)| 的 边界 上 时 成 立 , 故 由 最 大 模 原 理 可 知 |h(s)| < CC， 
当 s 位 于 此 矩形 边界 及 内 部 时 都 成 立 。 于 是 ,| h(s)| < C, 当 
(s =5a+i)0<c 达 1 及 上 三 0 时 都 成 立 , 即 此 时 
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I 
由 此 ,我 们 可 对 固定 的 1 令 e 一 0, 则 可 得 | f(s)| < Cs。 由 此 可 得 
(i) 的 估计 。 在 上 < 0 时 可 类 似 证 出 。 
(ii) 我 们 用 估计 L(s,X) 类 似 的 方法 来 估计 5(s)。o 设 N> 
M 二 2, 且 M 及 NN 为 整数 ,由 推论 1.1.4 我们 有 


2 和 :| ( 1 wd | y 1) N-: 


M<n<N M<n=<x M<n<sN 


:| (ts _ M)x--idx + (N — M)N-: 


N N 
= 一 :| J(x)x :dx 二 :| (xw -12 = Mx!'dx 
M M 


+ MN 


N 
= :| Pm) dy + ] 一 
M —s 


+ (12D MCW™ = BW) N=- RI 
其 中 y(x) = x-[x] -1/2,1y(x)| < 1/2o 令 N 一 % ,得 


0 Be (re 


1 
| 


—s—] 于 = l=s 
= 一 wo)x 卫生 二 7 M 十 MM 


(39) 
利用 引 理 1.1.1 的 (i) 的 类 似 证 明 方法 ,可 知 积分 |"y(x)x-"1ds 
对 任何 给 定 M > 0 都 表示 Res > 0 上 的 解析 函数 ,于 是 ,由 (39)， 
我 们 就 给 出 范 数 5(s) 由 Res > 1 到 开 连 通 集 {s | Res > 0,s x 11 
上 的 解析 开拓 ,并 可 知 5(s) 以 * = 1 为 一 阶 极点 ,相应 的 残 数 为 
1( 这 种 方法 与 定理 1.3.5 的 (ii) 的 证 明 方 法 不 同 )。 特 别 地 , 当 


s=o+ 计 ,1/2<o<1,|it| > 2 时 ,由 (39), 在 其 中 取 M = [2+ 
[| ]; 可 得 
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Cr Te = esl Sm) OC 


+ Ols— 11M-°) + O(ls(s -1)|| «dx) 


= (|E| 4 og( || 二 玖 3 (40) 
这 里 用 到 (i) 中 已 证 过 的 估计 
i nd > um!) < 二 M'-°log M。 


jz| 至 2 时 ,与 (3$) 类 似 可 证 


A 


于 


[| (41) 


根据 定理 1.3.5 的 (ii) 可 知 ,对 于 使 得 s/2 及 (1 - s)Z2 都 不 为 负 
整数 ,有 目 s 头 0,1 的 s, 成 立 着 


re | 


因此 , 当 s = o+ 认 ,0<o< 广 ,11| >2 时 ,由 (40) 及 (41) 可 得 


Galt 


9 = J = | se(1 = 过 


| 
= Ot ET 二) 
一 Ot lz| + 2) log(|z| 上 和 2 的 (42) 


必 


| 人 着 二 
a(s) = 二 人 关 


则 由 于 8(s) 仅 以 s = 1 为 极点 , 且 由 (39) ,不 难 验 证 五 (s) 是 个 整 
限 数 (也 可 用 函数 方程 来 说 明 )。 因 此 ,由 及 (s) 在 闭 集 


i011?| 过 到 


5 = 1。 
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上 连续 ,可 知 这 时 及 (s) = 0(1) ,再 由 (40) 及 (42) ,可 知 总 有 估计 
Hl) = Qs 4 Det | | 4 2)); 


本 人 


让 
必 


A = Nis DT, 


= 


BD 


则 应 用 最 大 模 原 理 , 可 与 (i) 的 (b) 中 类 似 地 证 得 :存在 绝对 常数 
C3 > 0, 使 得 | f(s)| < C; 成立, 这 就 证 明了 估计 
人 
有 (43) 
当然 ,大 将 = 1 视 为 左边 取 极 限 的 情形 , 则 (43) 仍 成 立 。 
当 o = 1,1i| = 1 时 ,在 (39) 中 仍 取 M = [2 +|:|], 可 得 


CE(s) = O(log M) + o( 总 + 人 0OCML)j = O(log M)。 


Eo 时, 取 MM = 2, 由 (39) 可 得 


c(1 十 = O(log M) + ol ls 1 ; O(M-') + O(log x) 


= O(log xj 。 
(ii) 证 毕 。 
注意 :| PP] 中 对 定理 1.3.6(i) 的 相关 证 明 含 有 错误 。 
练 避 


(1 ) 设 XX 为 模 g 的 原 特征 ,9 > 3, 当 X(-1) = 1 时 , 令 6 = 
0, 当 X(-1) = -1 时 令 6 = 1。 用 函数 方程 证 明 ,对 任意 非 负 整数 
nn，- 9 -27 是 解析 开拓 后 的 Z(s,X) 的 单 重 零点 ,类 似 地 , 设 n 为 
正 整数 ,证 明 - 2n 是 解析 开拓 后 的 5(s) 的 单 重 零点 。 

( 卫 ) 利用 § 1.2 的 练习 ( 卫 ), 证 明 当 3 < 三 $ 时 , 若 X% 为 模 
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g 的 实 原 特 征 , 则 (6 定义 同上 ) 
Fl(u,X) = SN) Mom/ em > ls 

由 此 及 函数 方程 (定理 1.3.5 的 (i)), 证 明 者 s 为 实数 ,， 则 
E(s,X) 天 0。 

( 亚 ) 根据 定理 1.1.5、 定 理 1.3.5 的 (i) 及 定理 1.3.6 的 (i)， 
证 明知 X 为 模 g 的 原 特征 ,gqg 三 3, 则 当 s =o+t+it,-2<o<0 
时 ， 

三 O(ao(tlEl + 2 "lor(a( ll t+ 27% 


$1.4 整 锯 数 &(s,X) 的 无 穷 乘积 展开 


根据 定理 1.3.5 的 (i) 可 知 , 对 模 9 的 任 一 原 特 征 X ,在 Res > 
1 时 定义 的 工 函数 L(s,X) 可 以 被 解析 开拓 成 一 个 整 函数 ,并 且 ， 
解 入 开拓 之 后 的 (3sX) 按照 X(--1) = 1 或 X= 了 I 三 = 而 分 
别 以 偶数 0, - 2, -4,… ,或 奇数 - 1, -3, -5,… 为 零点 。 这 些 零 
点 被 称 为 L(s,X) 的 平凡 零点 。 因 为 当 Res = c > 1 时 ,对 模 9 的 
任 一 特征 X 都 有 
| 本 = 机 [ A s l= . EY (1) 

ps - 


G 
p=2 p=2 Pp 


所 以 L(s,X) 闫 0。 当 X 为 模 9 的 原 特征 时 ,由 滑 数 方程 可 知 , 在 
Res < 0 时 ,在 上 述 任何 一 种 情况 下 ,Z(s,X) 没有 其 他 的 零点 了 。 
现在 的 问题 是 , 当 0 < Res <1 时 ,L(s,X) 是 否 有 零点 ?我 们 下 面 
的 研究 表明 ,L(1,X) 关 0, 并 且 L(s,X) 有 无 穷 多 个 满足 0 < Res 
<1,s 夫 0 的 零点 s, 我 们 称 这 些 零 点 为 非 平 凡 零 点 。 为 达 此 目 
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的 ,我们 需要 借助 于 复 分 析 中 的 方法 ,对 定理 1.3.5 的 (i) 中 引进 
的 整 限 数 进行 较 详尽 的 研究 ,一 个 整 函 数 f(z) 被 称 为 是 有 限 阶 
的 ,如 果 存 在 一 个 正 数 a ,使 得 
Fg) | :0 wepl | |) 
当 | z| 充分 大 时 成 立 。 这 时 我 们 把 这 种 正 数 a 的 下 确 界 y 称 为 
f(z) 的 级 。 显 然 ,w = 0。 我 们 有 
引 理 1.4.1 整 函 数 &(z,X) 是 一 阶 的 。 


证 明 : 设 " = 1+ 224L+ 二 ), 则 由 $1.3 的 估计 (16) 及 
s(z,X) 的 定义 可 得 


| é(z,X)| < go) wll red = (| #| 】 


之 gr lz| De 中 日 tl RW 
令 g(u) = 2q(1 4+1z|)logu - za,w = 1 因为 当 w 了 办， 
yw) = Doll tal /wn 
所 以 当 w 二 r+ 时,g(w) 为 单调 下 降 函 数 ,g(v) < g(r), 即 有 
zl +1 e™ /29) rmr ， 


因此 ， 
| || le 二 (| 0 a , 


[ea X)| Ae Hs 
对 性 给 名 5S 0, 当 |zx| 充分 大 时 ， 即 知情 计 |e(z,X)》| = 


0O(exp(|z|'*)) 成立, 由 此 可 知 &(z,X) 的 级 不 超过 1。 另 一 方 
面 ,可 取 z 为 充分 大 正 数 , 则 由 (1) 有 |L(z,X)| > 1, 而 由 定理 


1.1.5 的 (iii) 可 知 P( 冯 ] | = r|( 了 > exp( 三 log :| ， 所 以 


| é(z,X)| > (g/m)’ ?exp( <1og =] (2) 
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故 &(z,X) 的 级 又 不 能 小 于 1。 所 以 &(z,X) 的 级 为 1。 证 毕 。 
我 们 需要 有 关 整 函数 的 一 些 知 识 。 
引 理 1.4.2” 若 整 函 数 g(z) 无 零点 , 则 必 形 如 e*””,h(z) 为 
一 个 整 函数 。 
证 明 : 若 g(z) 无 零点 , 则 纪 3 也 为 整 函数 。 令 
| 
G(z) = | gl 
这 里 积分 路 径 取 为 从 0 到 z 的 直线 段 。 容 易 验证 , G(z) 为 解析 郴 


, 、 8' (z) 
数 , 目 z L = 二 g(z 由 于 


(g(z)e- 7)) = a g'(z)e- Ce a g(z)C'(z)e- es 区 
可 知 解 析 函 数 g(z)e-5” 为 常数 g(0)e-“% = g(0), 从 而 
EC = eo gO 
由 于 g(0) 关 0, 我 们 有 g(0) = e*。 令 G(z)+a = h(z) 即 得 所 需 。 
证 毕 。 
引 理 1.4.3” 设 f(z) 为 一 个 整 函 数 , 其 寡 级 数 展开 式 为 
Db ,有 目 设 Re(f(z)) < M 当 |z| = R 时 成 立 ,R > 1。 则 当 


=0 


n 三 1 时 ,| 如 | < 2(M +|bo|)R"。 
证 明 : 令 b， = | |e” klz) = f(a)= NO0s be I 
时 ,级 数 


F(Re®”) =: 1 | 下 | Role tm (3) 
绝对 日 一 致 收敛 ,一 方面 ,了 逐 项 积分 我 们 有 
| “Re( F(Re®))do 


[oo] 


= > 人 (| cos(o + m0)d0) = 0 (4) 


m=1 
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为 一 方面 ,用 cos (90, + m9) 乘 (3) 式 两 边 ( 其 中 为 自然 数 ) ,再 逐 
项 求 积分 ,由 
| cos On, + m0 )cos(0, + 0)d0 


时 2 
= 了 [cos(O + 0, + (m + n)0) 
0 
4 eos( 0 ~ 0 + Cm — niQ)1d0 
{™ 者 mM 三 71， 
四 0 ， 和 若 m Nn, 
可 得 
2 
| Net nt pe) joost 0 4 大 和 


= :3 | bn |R"| “cos( 0, + m0)cos(0, + 0)d0 
一 | | Re. (5) 
将 (4) 与 (5) 相 加 ,可 得 
x| b,|R* = | “Re( F(Re®)) pt 


<(M+l|bol )| 1 + cos(0, + 10))d0 
= 2x(M +| bo|)。 
证 毕 。 
5 引 理 1.4.4 设 g = 3,X 为 模 g 原 特 征 , 则 L(1,X) 二 0， 
SO 二 
证 明 : 按 X 为 复 特征 与 实 特征 ,分 两 种 情况 证 明 L(1,X) zz 
0。 
(a)X 为 复 特征 。 设 * 为 实数 ,s > 1。 对 于 模 g 的 任 一 特征 y， 
由 


ER I[(i 3 Zp)) 和 
P 
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mn 0)- ll: 


p <x 
一 mexp| > osl1 一 | | ) 
CA p<x p 


这 里 对 数 取 主 分 支 。 由 于 当 |z| < 了 时 


lag(l1 4 2) 三 he bn | 全 | 


m=1 


及 及》 Din ; < % ,我 们 得 


攻 这 之 


二 ZL0s,0) -ol Sm ee - ep| - 让 
Te,p)|- ep| 5 31D ge 
> oD Dntp™ yom)| 


扩 生 1] D2 


= exp( 2 > m-!p- Ep (6) 


这 里 || 与 >, 表示 对 模 g 的 所 有 特征 求 积 与 求 和 ,并 在 交换 求 和 
y 多 
时 注意 到 了 级 数 的 绝对 收敛 性 , 因 X 为 复 特 征 ,所 以 看 Res > 0， 
则 利用 $1.3 的 (33) 我 们 可 导出 
piasX) = 到 

特别 地 , 若 L(1,X) = 0, 则 Z(1,X) = 0。 当 vy 为 模 g 的 主 特征 Xo 
时 ,六 3 S11, 则 j 

Bs,xo) = 区 IT -3). (7) 


p|a 


在 s = 1 处 作 老 级 数 展 开 ,我 们 有 
全 
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其 中 > 为 正 整 数 , G(s,X) 为 一 个 整 函 数 ,G(1,X) 关 0。 这 时 ,对 于 
s > 1, 可 得 
lics,y) = |L(s,X)|?. L(Gs, Xo) 。 lz,y) 


下 


p| 4 
“ (5s)| G(s,%)|2, (8) 
这 里 [| ' 表示 y 六 X,X,Xo,H(s) 为 定理 1.3.6 的 (ii) 证 明 中 引 
y 
入 的 函数 
= A mR 
“Es . ye(s) A (9) 


?9 $5 二 Ls 
我 们 已 证 明 H(s) 为 整 函 数 ,因此 当 1 < s < 3/2 时 ,| H(s)| =< 
C,C 为 某 个 绝对 常数 ,由 (6) 与 (8) , 令 ;一 1, 得 到 0 = 1, 这 一 矛 
盾 说 明 L(1,X) x 0。 
(b)X 为 实 特 征 。 假 设 L(1,X) = 0, 我 们 将 用 较 复 杂 的 方法 导 
出 一 个 矛盾 ,由 L(1,X) = 0, 在 。 = 1 处 作 和 宕 级 数 展开 ,我 们 有 
me ss Ma | 


这 里 C(s,X) 为 一 个 整 函数 。 当 Res > 六 时 , 令 
F(s) a Sls, XI BL TT = (10) 


L(28, X60) 


p|g 
显然 ,F(s) 是 Res > 广 上 的 解析 函数 , 且 当 Res > 1 时 ,由 (7) 及 
(9) 可 得 


FCs) = ZCs,X)Z(Cs，Xo) 
Li Xo 
| 
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= I 人 而 0L = 了 
令 a(1) = 1, 及 当 n 二 2 时 
a(n) = 向 在 对 的 每 个 素 因 子 p, 都 有 pq 且 X(p) = 1， 
0， 否则 。 
容易 验证 a(n) 为 完全 积 性 函数 。 若 用 | | ' 表示 对 满足 p 站 g 且 


X(p) = 1 的 所 有 素数 p 求 积 , 则 当 Res > 1 时 ,由 引 理 1.3.1 可 得 
Ti ity wr 3 (Pp. 下 


Ne sc) 
Tg | 


所 以 
F(s) = pe 
b(n) = Da(mk)|u(m)| = 0, (11) 


b(1) = 1。 
不 难看 出 15(n)| < rt(n), 这 里 zt(n) 为 除数 函数 , 设 e 为 一 个 小 
正 数 ,用 C(e) 表示 圆 ||s -2| = 3/=g|, 则 当 |&E=2| x 372 = 
2e 时 ,由 残 数 定理 可 知 


F(éE) = 一 Eh 
| Cl(e) S$S—€ 


se Bley, | =| 2 a 时， ES 一 正 整 数 , 则 
本 = 
CE 二. 


-3s 4 2) ) 
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所 以 


3 (全 芭 | 


A \2nid cley gs 一 2 


外 
局 SY 


其 中 M = M(e) = max | F(s)|, 邻 N 一 % 可 得 

所 到 = Sp ME 2 

ps F(s) 
F(n,e) = rl 2)nridso (12) 

用 引 理 1.3.4, 在 (12) 中 求 导 ,可 得 

认可 DO 
另外 ,用 引 理 1.3.4( 利 用 | b(n)| 三 r(z) 及 >,r(n)nro < oo,c 
> 1) ,在 (11) 中 求 导 ,可 得 


人) = bUn)T(= logn )'n-” 


= (- 和 binillog n}y'n™,r 0 
所 以 


(= 1 EE(r,ey e sb b(n)(log Rm "入 


n 宇 ] 


FE) = -和 (re -B's FOO,E) 


r 宇 0 


= F(2) = 1 BUL) Es 
特别 地 , 当 & = 1/2 + 2e 时 ,有 
BR 17 De) ss Ts (13) 
但 另 一 方面 ,在 Res > 1/2 时 ,由 (7) 及 (10) 可 知 


Cls,X)H(s) 7， 村 Ly 让 wy 


Fls) = H(2;s) 


pl|g 
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由 于 五 (1) = 1, G(s,X)、H(s) 及 万 (2s) 为 整 函 数 ,因此 当 s = 
1 上 分 外 时 
BY! se [XC a) | (oy = La AdelA(tXsa)|s (14) 
其 中 4(X,g) 是 仅 与 X 及 gq 有 关 的 常数 ,由 (13) 和 (14) ,在 s 充 分 
小 时 就 得 出 矛盾 。 这 说 明 L(1,X) s 0。 

综合 两 种 情况 ,对 于 模 g 的 原 特征 XY ,总 有 (1,X) 关 0。 由 是 
理 1.3.5 的 (i) 可 知 &(1,X) = &(0,X) 关 0。 证 毕 。 

引 理 1.4.5 设 X 为 模 4 的 原 特征 。g 3,é&(s,X) 共 有 可 列 
无 限 多 个 零点 o ,它们 都 满足 0 < Rep < 1,p z 0,1, 并 且 硅 按 绝 
对 值 增长 的 顺序 将 这 些 零 点 排列 为 z1,z2,…,zn,…,， 即 0 < 
al <1zz| <… <| 有 | <…, 其 中 每 个 零点 是 几 阶 的 就 重复 排 
列 几 次 , 则 zj,z2,…,z,,… 就 是 L(s,X) 的 全 部 非 平 凡 零 点 。 任 给 
正 数 s, 还 有 之 | | < oo。 


证 明 : 简 记 &(s,X) = f(s)。 我 们 分 几 步 证 明 。 

(a) 由 引 理 1.4.4 可 知 &(0,X) = &(1,X) 和 0。 我 们 断言 f(z) 
必 有 零点 。 否 则 ,由 引 理 1.4.2,f(z) = e*”,h(z) 为 一 个 整 函数 。 
由 引 理 1.4.1 可 知 , 任 给 充分 小 正 数 s ,都 可 取得 正 数 Ro(e ,9)， 
使 得 当 |z| = R > Ro(e,g) 时 

|f(z)| a eRe(h(z)) = exp( R1**), 
因此 Re(h(z)) < R'** 当 |z| = R 时 成 立 , 由 引 理 1.4.3 可知, 车 
2 bre 为 h(z) 在 z = 0 处 的 窜 级 数 展开 式 , 则 
Ee 

当 坟 宇 2 时 ,; 令 及 = mw, 可 得 克己 06 所 以 有 (2) 三 可 4 Ba 与 B 
为 适当 常数 ,但 这 是 不 可 能 的 ,因为 由 (2), 当 z 充分 大 时 就 会 产 
生 矛 盾 。 所 以 f(z) 必 有 零点 。 

(b)f(z) 必 有 无 限 多 个 签 点 。 
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否则 , 设 z1,…,z 为 f(z) 全 部 零点 (m 阶 零点 已 在 其 中 计数 

了 起 次 ) 0 | 而 | 圳 | 本 | 莹 ”过 | 本 | 与 (a 类 似 地 可 导出 矛 
眉 。 因 为 一 个 整 国 数 在 每 一 点 处 的 索 级 数 展开 式 的 收敛 半径 都 是 
无 穷 大 的 , 故 通过 在 f(z) 的 每 个 零点 处 作 寡 级 数 展开 ,容易 看 到 
存在 一 个 整 函数 f1(z), 它 不 以 zz ,2 为 零点 , 且 满 足 

EL (1 — 2)…(1 一 | Vs 
由 于 fi(z) 的 零点 就 是 f(z) 的 零点 ,所 以 fi(z) 无 零点 ,由 引 理 
1.4.2 可 知 fi(z) = eh',b1(z) 为 一 个 整 函数 。 由 引 理 1.4.1, 任 
给 s > 0, 存 在 正 数 Ro(e,g), 当 R > Ro(e,g),|z| = RR 时 ， 


| f(z2)| & eip( Ru) 
现在 取 R > max( Ro(e,g),2|z,|), 则 当 |z| = R 时 ， 


A = 
[fi(z) | a eRe(b(z)) = AaTT | 


in 几 
| 用 人 1j 
l(a) p(t REY, 
因此 ,Re(b1(z)) < Ri+:。, 由 此 ,可 与 (a) 类 似 地 ,应 用 引 理 1.4.3 
得 到 6b1(z) = az + B,a 及 B 为 常数 ,但 若 取 z 为 充分 大 正 数 , 则 由 
(2) 可 得 出 矛盾 ,因为 这 时 我 们 有 


al < (1 -去 )…( ales 


< (TT(1+ 2))elrlela 


< exp(| > | +lal)z+1B|). 
所 以 f(z) 必 有 无 限 多 个 零点 。 
(c) 因为 一 个 非常 数 的 整 函 数 在 每 个 形 如 | z| < N(N 为 正 
整数 ) 的 有 界 区 域 里 仅 可 能 有 有 限 多 个 零点 ,我 们 看 到 f(z) 在 全 
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复 z 平 面 上 共有 可 列 无 穷 多 个 零点 , 且 按 绝对 值 的 大 小 可 把 这 些 
零点 记 为 ( 记 法 可 能 不 止 一 种 )z ,za 即 0 < | | | 
| 和 | 过 … ,而 lim |z,| = %。 由 本 节 开 头 的 说 明 , 定 理 1. 


3.5 的 (i) 中 &(s,X) 与 L(s,X) 的 关系 ,及 定理 1.1.5 的 (说 ), 可 
知 当 Res > 1 时 f(s) 关 0。 由 函数 方程 又 可 知 当 Res < 0 时 ,f(s) 
之 0。 因 此 ,所 有 的 根 z; 都 满足 0 < Rez; < 1。 再 由 定理 1.1.5 的 
(这 ) 与 定理 1.3.5 的 (i) ,可 知 z1,… ,zi，…, 即 为 L(z,X) 的 全 部 
非 平凡 零点 (注意 , 当 | 有 | = | 有 a1| 时 ,我 们 可 按 Imzl 三 Imzi 
的 顺序 排列 )。 

(d) 任 给 s > 0, 由 引 理 1.4.1 可 知 存在 Ro(e ,gq) > 0, 使 得 当 
R > Ro(e,g) 时 ， z 

max |f(z)| 过 (CR ja 


| :| =2R 
设 f(z) 的 位 于 闭 圆 盘 | z| < R 中 的 零点 共有 个 ,它们 为 z1,…， 
z, 其 中 重 零 点 是 几 重 就 算 几 个 , 且 零 点 是 按 绝 对 值 的 增长 顺序 
排列 的 。 分 别 在 各 个 零点 处 做 整 函数 的 需 级 数 展 开 ,可 知 


我 & = (Tl = ) ， 


这 里 g(z) 为 整 函数 , 且 g(0) 六 0,g(z;) 关 0。 由 解析 函数 的 最 大 
模 原 理 可 得 
) ) 


|g(0)| < max |g(z)| < a (IF) [|= 和 


|z| =2R 


= wp" 2R) ?2°, 
所 中 , 当 R> Rlesg) > Rele,g) 时 , 
Re exp( R1+2°) lO | a apt RY, 
从 而 大 < Rit2e03。 
(e) 设 zz 是 在 (c) 中 排列 的 了 f(z) 的 全 部 零点 ,e 


$1.4 整 函 数 &(s,X) 的 无 穷 乘积 展开 69 
是 任意 正 数 。 我 们 证 明 : >) | z| -1 < %。 为 此 , 设 RI = Ri(e,g) 
是 (d) 中 确定 的 与 及 4 有关 的 正 数 , 则 当 R > Ri 时， 
有 


R< | | <2R | :| <28 
本 pe “et 
取 RR = 2iRi,i > 1,i 为 正 整数 ,然后 对 i 求 和 ,可 得 
之 ， | 届 攻 ns Nery 


we | lsis]J 
< 0 2 Ly 
令 J 一 % ,就 可 知 》) |z|-!1- < o。 证 毕 。 
n 二 1 
有 了 这 些 准备 ,我 们 来 证 明 。 
定理 1.4.6 设 X 为 模 g 的 原 特征 , 整 函数 &(s,X) 由 定理 
1.3.5 的 (i) 中 定义 , 则 


els) Al Se je 
n=1 n 


其 中 a = a(X) 和 65 = 8(X) 是 与 有关 的 常数 ,zl ,zz，…，z ，… 
是 引 理 1.4.5 中 所 述 的 &(s,X) 的 全 部 零点 ,它们 是 按照 绝对 值 
递增 的 顺序 排列 的 , 即 0 < jz 三 jz 三 … 达 | 了 | 三 …, 其 中 
去 点 是 几 阶 的 就 重复 计数 儿 次 ,无穷 乘积 的 值 理解 为 极限 
lim 包 (1 一 ee 
le 
证 明 : 分 成 几 个 步骤 。 
(a) 对 每 个 复数 z 及 正 数 r, 定 义 


P(x,z) = 下 (1 -三 je 


二 性 


我 们 指出 ,极限 lim P(x,z) 对 每 个 z 都 收敛 , 且 代 表 一 个 整 函 数 。 
事实 上 ,对 给 定 的 复数 *, 设 z 为 任意 的 满足 |z-s| <(|s|+ 
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1)/2 的 复数 。 由 于 lim | z | = o ,选取 正 整数 不 适当 大 ,使 得 | z | 
» 3|3 ee 


Plsse) = Play | (1 -三 jc。 


z, | wy. | se:% 
k ‘于 和 


| 多 | 到 | 下 | 本 机 | 二 过 i 证 172 瑞 | 六 妆 唱和 守 妨 司 
得 |z/z| < 172, 所 以 


1 = 一 expllogl 1 | 
其 中 对 数 函 数 选 取 主 分 支 , 它 满足 log 1 = 0。 这 样 一 来 ,我们 看 到 
Pln 2) Ss BC| 六 | ,z)exp| > (nosl 1 一 | 十 至 有 


其 中 ;表示 条 件 |a| < | 有 | < x。 由 log| 1 - 三 ) 的 Taylor 展 开 
式 ,我 们 有 


= 各 于 > 


|) | 
u>=2° 7 


由 此 及 之， [总 |232 之 ox( 见 定理 497, 可 知 
>! [1og( 1 - 2) + 三 ] -= > [iogll -到 j + 三] 


+ O( [a 
这 里 > 表示 对 一 切 满足 |z,| > | 有 | 的 z 求 和 。 如 此 一 来 ,在 
(15) 中 令 x 一 % ,可 得 
lim P(x, z) = P(|z, | ,z)exp| > (1og( 1 一 | EL 


此 式 对 一 切 位 于 开 圆 盘 D = lzlz-s| < (ls| +1)Z2 中 的 复数 
z 都 成 立 。 由 定义 不 难 类 似 地 证 明 , 当 z € 时 ,还 有 
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站 和 
lim | | (1 一 a Je 
a Zn 


一 P(al,z)em[ > (log(1 -过 )+ 三 )]。 (18) 
对 于 满足 | z| > | 有 | 的 每 个 n> ,以 及 z € DD, 令 


F(z) = logl 1 -三 )+ 三 。 


Zn Zn 


应 用 引 理 1.3.4, 可 证 级 数 > 'F(z) 为 D 上 解析 函数 , 且 
(an = Ee | A 


事实 上 ,对 任意 的 ao€ D, 令 6 = (3|s| +1)/12, 则 当 |a -aol < 8 
时 (a 为 复数 )， 


la| <lao| bw | tL), 
2 (20) 
中 克 | 这 |e F< | + 1)，, 


这 里 0 过 | 曾 | < 8。 及 以 当 | x SS || > 3|s| 于， 


aa <7/12。 因 此 ,由 (16) 可 知 级 数 >)'F,(a) 收敛 。 由 于 
| LE 


hl sm Ty 


u>=2 


所 以 当 0 <161| < 6,ao € D 时 ,由 (20) 可 得 


om | | (oo ||s | 


1 三 2 


< | 六， Dy (max( |ag + 6 | ,|aol DD™! [sw] = 
& 三 2 


二 |61| “(|ao| 利信 | | 这. 册 下 


| > (+ eo )) 


| | 


u>=0 


<|6|. (|aol 区 公吨 


u=0 


LU 
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= 人 | 页 | 芒 | 总 全 | Eo 


| (a)! = [Coo = 和 | 让 | 二 | 


2| ao| 


天 
和 
因此 ,由 1z|- < o 及 引 理 1.3.4, 就 可 知 
(a = 2 ns 
将 ao 换 成 z, 即 得 (18)。 因 此 ,由 (17) 可 知 limP(x,z) 人 不仅 在 D 上 
存在 ,而 且 代 表 D 上 一 个 解析 函数 ,由 :的 任意 性 , (17) 及 (18)， 
就 得 知 极限 


N 
P(z) = limP(x,z) = lim |[ (1 二 三 
和 人 nn 


1 _ 二 | (21) 


为 一 个 整 函数 。 
(b) 对 于 (21) 中 定义 的 整 函数 P(z), 我 们 有 &(z,X) = 
P(z)ec2 ,G(z) 为 一 个 整 函 数 。 
根据 定义 及 以 上 推导 ,可 知 P(z,) = 0,r = 1,2,…, 而 右 z 产 
zs 则 Plz 去 0so 简 记 玉 xz)】 = 于 js 对 于 f(z2) 的 任 一 个 
零点 内 ,由 项 级 数 展开 式 ,可 得 
Hay = {a =) (22) 
其 中 为 零点 z, 的 阶 数 , F(z) 为 一 个 整 函数 , F(z,) 关 0。 又 由 是 
义 有 
Plg) = (2 — Wm) 0 
pz = [Was 人 | 


其 中 p,(z,) 关 06。 定 义 一 个 函数 g(z) 如 下 : 
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全 ea = x Z1 22," , i 
ae 1 时 

显然 ,g(z) 在 复 平 面 无 零点 。 奉 so 不 为 f(z) 的 零点 ,因为 不 为 常 
数 的 解析 函数 在 有 界 区 域 中 仅 有 有 限 个 零点 ,我 们 可 选取 $ > 0， 
使 当 | s - so| < 8 时 ,s 不 为 Fz) 的 零点 ,从 而 g(z) = f(z)/P(z) 
在 z= so 处 可 导 。 硅 so 为 f(z) 的 零点 , 设 so = z, 则 由 前 述说 明 ， 
可 选取 总 > 0, 使 得 当 |z- 名 | < 苗 时 ,已 (32) 产 0,P(2) 兰 0, 因 
此 记 (z)Yp,(z) 为 lz| |z= 冯 | < 6.1 中 的 解析 函数 。 当 | z=z| < 
6, 时 , 若 z 居 zz ,我 们 有 


F(z) 
六 -es PD) 
故 由 定义 就 可 知 g(z) 在 z = z= so 处 可 导 , 且 
8 (s0) = 8 (2) = (F(z)/pr(z))s=z0 
因此 g(z) 为 一 个 整 函 数 ,， 处 处 不 为 零 , 且 满 足 f(z) = 
P(z)g(z)。 由 引 理 1.4.2, 可 知 g(z) = ec ,GC(z) 为 一 个 整 函 
数 。 
(c) 由 (b) 中 确定 的 整 函 数 G(z) 为 一 个 一 次 多 项 式 , 即 
G(z) = az + b,a 与 b 为 仅 与 gq 及 X 有 关 的 常数 。 
仍 简 记 F(z) = &(z,X)。 任 给 正 数 e, 由 引 理 1.4.1 可 知 , 存 在 
Ro = Ro(e,g), 当 |z| > Ro 时 
FC) | wx xpt | so | 7), (24) 
设 民 为 任 一 正 数 ,R > Ro(e,qg)。o 当 |z| = RR 且 f(z) 头 0 时, 我们 
得 
ea) = NCPR, zjy1s [[ (1 | gs, (25) 


Zn 
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这 里 一 切记 号 由 (a)、(b) 中 确定 。 令 
Pt p(n, 
| | 2 或 |z| 过 278, 六 有 0 起 翅 
=1 
p(s) = $FAa NN- -to Wa || (1 -到 5 


| :| <28 
ef 


| 窑 | =2R 有 Ez:= ,5 =.0, 
这 里 整 函数 尺 (z) 由 (22) 给 出 ,与 证 明 (23) 中 定义 的 函数 g(z) 
是 整 函数 类 似 地 ,可 证 A(z) 是 个 整 图 数 。 因 此 当 |z| = R > Ro 
时 ,由 (24) 及 解析 函数 的 最 大 模 原 理 , 可 得 
1) 


|E(z)| = max IE(s)| < oe 1 攻 
a (26) 


四 
由 (25), 当 f(z) 过 0,|z| = R 时 可 得 
ectz) = E(z) [| (1 


|s | >2R 


至 E(z) 。exp| (=u ls moe] — oy) | 


| 到 | >2R 


(27) 
但 由 于 E(z) 为 整 函 数 , 无 穷 乘积 所 代表 的 也 数 在 |z| < 3R/2 上 
解析 (参见 (a)), 所 以 (27) 式 当 |z| = R 且 z 为 f(s) 的 零点 时 也 成 
立 。 当 |z| = R 时 ,由 (16) 可 得 
2 (= /2% = log(l1- 2/1))= O( 2 |z/z1’) 


| :| >28 | >: | >28 


O( RAMARY- >， | z | -1-e/2) 
r 宇 1 


到 i 
这 里 用 到 > |z |= 吃 < ws 因此, 由 (26) 及 (27), 存 在 正 数 
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Ri(e,g),Ri(e,gqg) > Ro(e ,gq), 使 得 当 |z| = R > Ri(e,gq) 时， 
eeC(z) 二 O(exp( (d+ 下 < exp( R'+® )。 
由 此 ,可 用 引 理 1.4.5 证 明 的 (a) 中 类 似 的 方法 ,应 用 引 理 1.4.3， 
证 明 G(z) 为 一 个 一 次 多 项 式 , 即 G(z) = az + b, 这 里 a 与 6 是 
与 4 及 X 有 关 的 常数 。 证 毕 。 

当 Res > 1,X 为 模 g 的 任 一 特征 时 ,由 (i) 可 知 L(s,X) 关 0。 
因此 一 上 一 是 Res > 1 上 的 解析 函数 , 且 


LR, ) 
了 -| 
= limexpl Ss(1 — iy 
op| S10g( 1 XP) | ， (28) 
p=2 P 


这 里 对 数 也 数 的 值 取 主 分 支 。 对 任意 的 复数 a0,Reao。> 1, 取 充分 
小 正 数 6 ,使 得 Reao - 8 > 1。 对 任意 复数 *,Res > 0, 令 
4 
Sy 六 过 (人 | ， 若 n= P 为 素数 ， 
0， 否则 。 
则 由 F(s) = ol 


伍 。 当 Res > 0 时 , 令 


) , 当 le - aol < 6 时 ,可 知 了 FP,(a) 收 


Dp 
0 hs | so)dz， 
其 中 积分 是 沿 由 1 至 s 的 直线 段 取 的 ,显然 ,g,(s) 是 Res > 0 上 
解析 函数 ,而 由 定义 则 可 容易 地 验证 f(s) 也 为 Res > 0 上 的 解 
析 函 数 , 且 f(s) = g,(s) = (Ff,(s))。 因 此 

(Fs) = h(E) = 0, 
这 说 明 F,(s) - f(s) 在 开 连 通 集 {s| Res > 0} 上 为 常数 ,于 是 


二 三 
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ka f(s)+ BAe 
因此 , 当 n = p 为 素数 ,0 <160| < 6 时 


| 而 | 


ao+9) 
| 六 ae i = F(a0)| = gp (2)dz 


尺 
1 


IF'(a0)| 二 | go( a0) | < pe 


0 


ee 
| Jo ”二 


因为 >)(pRm-s - 1)-1 过 21p-Roo < o，, 由 引 理 1.3.4 可 知 


到 F(a) 在 a = ao 处 可 寻 , 且 


(2 F(a)) ee = 2 F(a0). 
这 说 明 > F,(s) 在 Res > 1 上 解析 , 且 
晤 wR) \ X(P) log Pp 
lo 一 0 
(> a 万 jj p 三 2 Ds 


由 (28) 及 (29) ,在 (28) 式 两 边 对 s 求 导 , 可 得 


rs = op( el 要 Xp)) | > 


(5 X(p)log |。 


p pr pr X(p) 


由 (28) 及 (30) ,我 们 得 到 
_L(s,X) _ Sv'X(p)logp 
WB) Xp 
对 任意 正 整 数 n ,von Mangoldt 函数 A(n) 定义 为 


Res > ls 


A(n) 一 的 右 % 二 ps 为 素数 ,mm 为 正 整数 ， 


0， 否则 。 
当 Res > 1 时 ,我 们 看 到 


(29) 


(30) 


(31) 
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SY La) Flog pF LE = Bigg B20)) 


三 2 is Pp m=1 Pp 


«a xX(p)logp 37 
~ 1 Xp » pp’ — X(p) 3 
由 (31) 与 (32) ,我 们 得 


LD SAVADY, pos sl 3) 
等 式 (33) 是 我 们 用 解析 数论 的 方法 研究 求 和 >)X(n)A(n) 乃至 
素数 在 算术 级 数 中 分 布 的 基础 ,因为 由 定理 1.3.5 和 引 理 1.4.5， 
我 们 已 经 掌握 了 有 关 工 函数 的 许多 知识 ,特别 地 若 X 为 原 特 征 ， 
则 可 知 画 数 L(s,X)/L(s,X) 在 复 平面 上 去 择 了 - 9 - 
2n(n 三 0) 及 E(s,X) 的 全 部 可 列 个 零点 2,22, (0 三 Rezi 三 |， 
zi 关 0,2zi 关 1,i 宇 1) 之 外 的 开 连 通 集 D = D(X) 中 是 解析 的 ( 当 
X(-1) =1 时 ,6 = 0, 当 X(-1) =-1 时 ,6 = 1)。 下 面 的 结果 则 
给 出 L/L 的 包含 其 零点 及 T 函数 的 展开 式 。 

推论 1.4.7 设 X 为 模 g 的 原 特 征 ,g = 3, 令 

a 

其 中 当 (- 1=1NH6=s 当 X= De=e-1Nds 1 Wm 2% 
… 为 由 引 理 1.4.5 和 定理 1.4.6 所 确定 的 &(s,X) 的 全 部 零点 ,也 
即 L(s,X) 的 全 部 非 平 凡 堆 点 ,它们 满足 

OI | Iw| em 0a Rene ls 1 1), 


|||- x 对 所 有 es 0s 
D(X) 为 一 个 连通 开 集 , 且 当 s € D(X) 时 ,我 们 有 


ec el 0) 1. (2) 
IB 2 mi 2 be 和 
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pr (34) 
其 中 a(X) 是 由 定理 1.4.6 中 确定 的 与 X 有 关 的 常数 , 它 满足 
Re(a(X)) = - DRe(s). 
证 明 : 分 两 步 证 明 (34) 当 s 各 pl X) 时 成 立 , 即 先 证 明 式 (34) 


在 复 * 平面 上 的 一 个 小 开 连 通 集 上 成 立 ,然后 对 等 式 两 边 进行 解 
析 开 拓 ,证 明 当 ss € D(X) 时 (34) 总 成 立 。 


(a) 设 ci = min( 方 |a1|, 广 ) ,Di = {slls| < eus 关 0, 且 


s 不 为 负 实 数 | ,Di 是 复 ;平面 上 的 一 个 开 连 通 集 。 当 s € Di 时， 
由 定理 1.3.5 的 (i) 和 定理 1.4.6, 得 到 


é(s,X) = L(s, Cm) 国 天 生生 | 


= op w+ b+ D(a(1 -2 es) 


其 中 对 数 函数 取 主 分 支 。 可 与 定理 1.4.6 证 明 的 (a) 部 分 中 证 明 
级 数 >》 'F(z) 为 D 上 解析 函数 且 式 (19) 成 立 类 似 地 ,证 得 级 数 


et- 
为 Di 上 解析 函数 , 且 
HL 


Zn n 宇 1 


因此 ,根据 式 (35) 求 导 , 对 于 s € Di, 可 得 
v0) Tr(): 
i (oe ©)) (0) 


2 
+ (8 ey a r(: 二 e) 
E 工 2 
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3 
再 用 &(s,X) 除 等 式 两 边 即 得 (34) 。 

(b) 因为 L(s,X) 在 D(X) 上 解析 , 且 当 s € D(X) 时 L(s,X)z 
0, 所 以 L(s,X)/L(s,X) 在 D(X) 上 解析 。 因 此 ,为 证 明 (34) 当 
s ED(X) 时 成 立 , 根 据 解 析 开 拓 原 理 和 已 证 明 的 结论 , 即 (34) 当 
s € Di 时 成 立 , 我 们 仅 需 证 明 (34) 右 端的 函数 是 D(X) 上 解析 
的 ,由 定理 1.1.5 的 (ii) ,可 知 Mt 二 3)) AT (3 入 3) 在 
D(X) 上 解析 ,我 们 要 应 用 引 理 1.3.4 证 明 级 数 


a 


Q 一 Zn Zn 


在 D(X) 中 的 任 一 点 ao 处 可 导 , 且 
(ma)'| 三 站 (ao 


由 于 非 第 数 的 解析 函数 在 任 一 有 界 区 域内 仅 可 能 有 有 限 个 零点 ， 
所 以 仅 有 有 限 个 Zi 满足 aa 入 | < 1。 因 此 我 们 有 C2 二 inf | QO = 


| > 0o 令 6 = min( 广 cz, 方 ) 则 当 |a - aol < 5 时 ,对 8(s,X) 
的 任 一 零点 z; ,都 有 

| 六 呈 当 | 守 lp= 久 | =|ag = | -$3 0, 
因此 a 头 z,,i = 1。 设 NN 为 充分 大 正 整 数 , 使 得 当 n > N 时 
lz >2lal, 则 当 开 SS 时， 


| 和 


Ns<sn<sM N=<sn<M [an(a 2 


<2|au| . >, |z | -2 
n>=N 


由 此 可 知 级 数 1 F(a) 在 |a -ww | < 8 时 绝对 收 伊 , 当 0 < 
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161| <6 时 ,我 们 有 


61 | 


| F(ao0) F(ao 01) | 号 | (ao 一 zn,) (ao 十 O01 一 | 


| 的 | 26] 
i 
™ lm | 


这 是 因为 | ao+ 61 -aa| 宇 |z; -aol -61 宕 方 | 加 -aolo 设 m 为 
最 小 的 满足 | z| = 2| ao| + 1 的 正 整 数 , 则 当 n > m 时 ,由 


1 
ry Pe Eo 
A 二 站 二 名 | | 
还 有 
46 
[p(wo) = Pn 4 Gr)| < 一 | [5 
县 
> nm 
Fla)| = (0 zs 4 a 


2， 三 n 宇 mo 
上 本 


因此 ,由 引 理 1.3.4 可 知 》 F(a) 在 a = w 处 可 导 。 由 于 w 是 任 


意 的 D(X) 中 的 数 ,我 们 得 知 级 数 》1 F(a) 为 D(X) 上 的 解析 函 


数 。 于 是 (34) 右 端的 图 数 在 D(X) 上 解析 。 由 解析 开拓 就 可 知 当 
5 ED(X) 时 (34) 总 成 证 。 

设 Ds = els 二 | , D; 是 复 5 平面 中 的 开 连 通 
集 。 应 用 定理 1.4.6, 我 们 可 与 (34) 类 似 地 证 明 , 当 s € D, 时 ， 


es A(X) + Dt) 
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确切 地 说 , 令 ps = {s11s| < 记 |z4|}, 则 Ds Cc Dzo 当 s€ Ds 
时 ,类 似 于 (35), 应 用 定理 1.4.6 我 们 有 

£(s,X) = exp as 于 击 讶 > (1og( 1 一 二 上 本 外 (36 ) 


n 宇 ] 


这 里 对 数 函 数 取 主 分 支 , 即 使 得 log 1 = 0。 然 后 ,可 同样 地 证 明 ， 
级 数 
Sw- 二: 


n=1 n 


为 D3 上 解析 函数 , 旦 
ee 
因此 ,在 (36) 两 边 对 * 可 导 ,可 得 
| 一 上 (37) 


EX >1 = 
虽然 (37) 是 在 s € D3 时 证 明 的 ,但 在 (b) 中 实际 上 已 证 明 (37) 右 
边 的 级 数 是 D, 上 的 解析 了 艺 数 ,因此 由 解析 开拓 可 知 (37) 在 D, 上 
成 立 。 由 定理 1.3.5 的 (i) ,对 所 有 复数 ; ,我 们 有 


(xX 3 
s,X) = 二 38 
g(s,X) 二 ) (38) 
两 边 对 s 求 导 可 得 
/ = / ~ 
A = 


因此 , 当 ED， 时 

(nsR) Cl 

E(B XY Hy ,Ce) 
由 定理 1.3.5 的 (i) 中 给 出 的 &(z,X) 带 有 积分 的 表达 式 , 容 易 验 
证 有 
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E(z,X) = €(z,X)o (40) 
由 此 出 发 ,根据 导数 的 定义 可 得 
I) = (41) 
由 (40) 及 (41) 可 得 
| 
了 和 下 Sp be 


由 (39) 及 (42) 可 得 
(Cs,X) = [S050),, € Di。 (43) 
gE(s,X) Ell = Bk) 
令 = 0, 可 得 (() 表示 对 括号 内 的 复数 取 共 斩 ) 
& (0,X) =|), (44) 
£(0,X) el lx 
由 (38) 及 (44) ,我 们 有 


:0 =- (a + (7+)) 


Se 一 攻 
= a(x) - 2 (3 +t) 
所 以 | | 
ee DD 
2Re(alX)) = ~ (T+ Fe 
一 ] | 
-Re 2 三 + 
= Re( jm (2 (+) _ 
因为 (注意 ;Re(l -有 z) 名 0,Rez;' > 0;i 1) 
0< Re (2 加 (本 +) 


十 
1 ] 
= Rel 半 ( 计 二 + 过 
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所 以 
ne( pe (D> (T+ = ene( (T+ 友 )) 
jin ( > Re( 记 到); 2 | 
>)Rel > ;Be( 二 )， (46) 
这 里 我 们 注意 到 两 个 级 数 


Sri ) AS) 
部 是 绝对 收敛 的 ,这 是 因为 


0 < Re| 


a 
0 < Res) < [2 


i 
而 和 2 zl- < % 为 说 明 这 两 个 级 数 收 敛 于 同一 个 值 ,我 们 指 
出 :1 - 于, -二 ,是 21 ,22,”…, 的 一 个 适当 排列 ,首先 ,由 (37) 
可 知 ,每 个 1 - ;都 是 &(s,X) 的 根 ,而 若 z; 是 一 个 根 , 则 由 于 1 - 
也 是 根 ,所 以 1 - 引 = 有 , 从 而 有 = 1 -到 因此 ,排列 1 -有 1， 
1 - z2,… 中 包含 &(s,X) 所 有 的 根 。 我 们 要 进一步 说 明 的 是 , 若 z 
为 E(s,X) 的 hh 阶 零点 , 则 1 -z 也 为 &(s,X) 的 hh 重 零点 ,这 可 通 
过 在 (38) 两 边 连续 求 1 至 h 阶 导数 而 得 证 ,因为 so 是 &(s,X) 的 
h 阶 零 点 的 判断 准则 是 

ElsosX) = El(s0 XN) = Eu (go X) = 0; 

EM gooX) st Os 

这 里 &?(s,X) 为 &(s,X) 的 i 阶 导 函 数 , 由 此 ,我 们 断言 :车 z 为 
E(s,X) 的 一 个 h 阶 零 点 , 则 z 在 序列 
| 


中 恰好 重复 出 现 刀 次。 这 是 因为 ,1 - 了 也 是 上 6(s,X) 的 一 个 疡 阶 零 
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点 ,因此 , 它 在 序列 


a 
中 重复 出 现 恰好 h 次 。 这 就 证 明了 序列 1 - z,1 - 纪 ,…, 是 序列 
1, 22，"… ,是 一 个 重 排 。 这 样 , 对 任意 充分 大 的 正 数 M , 既 有 


P(r)< (1) 
又 有 


De) < Dre( Ta): 
由 此 , 若 令 M 一 % , 则 得 

Dre 
由 (45) 及 (46) ,就 得 到 

Re(a(X)) =-— > ez] 


1 - 未 
各 = > rel 二 


证 上 毕 。 

关于 定理 1.3.5 的 (ii) 中 的 引入 的 整 函数 &(s) ,我们 有 

定理 1.4.8 (i)&(s) 是 一 阶 整 函 数 。 

(这 )&(s) 有 可 列 无 穷 多 个 零点 6 ,它们 都 满足 0 < Rep < 1， 
6 关 0,1, 并 且 可 按 绝对 值 增长 的 一 种 排列 ,将 这 些 和 零点 排列 为 
pip st ll 辣 辣 下 | 而 | 过 开 下 每 个 过 
点 是 几 阶 的 就 重复 排列 几 次 。 对 任 给 s > 0， 2 | | ee 
p1,p2,…, 就 是 5(s) 的 全 部 非 平凡 零点 。 

ie 有 无 穷 乘积 展开 , 即 


E(s) 二 (1 | 
这 里 4 与 B 为 绝对 常数 ,无 穷 乘 积 的 值 定义 为 
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lim 1 -二 es 

证 明 :(i) 可 与 引 理 1.4.1 类 似 地 加 以 证 明 。 

应 用 (i) ,定理 1.1.5, 定 理 1.3.5 的 (ii) , 引 理 1.4.2, 引 理 1. 
4.3, 以 及 解 访 开拓 原理 ,(ii) 可 与 引 理 1.4.5 类 似 地 证 明 。 

应 用 (i),(ii) , 引 理 1.3.4, 引 理 1.4.2, 解 析 函 数 的 最 大 模 原 
理 , 引 理 1.4.3, 可 与 定理 1.4.6 类似 地 证 明 ( 这 )。 

证 毕 ， 

由 定理 1.4.8 可 得 

推论 1.49 念 万 = ss 到 1 二 2 = 不 - G5 
其 中 -2, -4, -6,…, 为 了 (二 + 了 的 全 部 极点 ,也 为 5(。) 
的 全 部 平凡 零点 ,1 为 5(s) 的 唯一 极点 ,po1, ps2,…, 为 E(s) 的 全 
部 零点 ,也 即 5(s) 的 全 部 非 平 凡 零点 ,它们 满足 


Oi #1,0< Rep<1,0<|poil 过 | 本 | 十 硬 ， 
且 对 任 给 e > 0, >, | o,| -Le < ou。D 为 一 个 开 连 通 集 , 且 当 sE 


及 三] 


D 时 ， 


Zr ME 
本 = Slr - l | 
ry cn 


其 中 4 = 站 
证 明 : 可 以 用 由 定理 1.4.6 导 出 推论 1.4.7 的 类 似 方 法 ,应 用 
定理 1.3.5 的 (ii) 定理 1.4.8、 引 理 1.3.4 定理 1.1.5 以 及 解析 开 


拓 原 理 证 明 (47)。 至 于 4 的 值 ,在 (47) 中 取 s = 0 即 可 得 到 。 证 毕 。 
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练 | 


(了 工 ) 车 xX 是 模 g 的 非 主 特征 , 它 是 由 模 gi 的 原 特征 Xi 诱导 
出 的 ,9 | gq ,证 明 
ess RY = Bly Ry li XiCHID “Ys 


plg 
phgi 


由 此 并 应 用 § 1.4 的 (6) ,证 明 存 在 无 穷 多 个 满足 p = 1(mod 9g) 
的 系数 p。 

(了 了) 设 zy“…;2%… ,是 5s,X) 全 部 零 太 的 一 个 排列 ， 
车 | 过 | 而 | 芝 交 过 | 瑟 | 运 公 ,证明 


N 

多 Z 

lim [| (1 一 入] = lim || (1 — 2 je, 
%—> \ Zn Nn Zn 


“| 
( 亚 ) 若 v 三 3,X 为 模 9 的 实 原 特征 ,X(-1) = -1 ,应 用 函数 
方程 (定理 1.3.5) 及 定理 1.4.4, 证 明 L(0,X) > 0。 


$ 1.5 工 曙 数 的 零点 分布 


在 本 节 中 cj ,cs,… 将 代表 一 些 正 的 绝对 常数 。 由 $1.4 的 
(33) ,我 们 知道 


了 (MX) _ SAX(n) Ros 、1 (1) 
{Ea n=1 nm | . 


其 中 X 为 模 g 的 任 一 特征 。 当 X 为 原 特征 时 ,在 推论 1.4.7 中 ,我 
们 获得 了 用 L(s,X) 的 可 列 无 穷 多 个 非 平凡 零点 所 作 的 L'(s， 
X)XL(s,X) 的 无 穷 级 数 表达 式 。 但 L(s,X) 的 非 平凡 零点 是 怎样 
分 布 的 ?由 引 理 1.4.4, 我 们 知道 L(1,X) 关 0。 由 此 可 得 :存在 6 
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> 0,6 依赖 于 gq, 使 得 当 |s -1| < 冲 有 时 ,L(s,X) 天 0 因此 , 敌 : 
= o+ 花 , 则 在 o 与 1 很 近 , 且 |z| 很 小 时 ,LL(s,X) 一 0。 但 这 个 结 
果 的 价值 是 很 小 的 ,因为 6 究竟 是 多 大 的 一 个 量 我 们 是 不 知道 
的 , 且 我 们 知道 随 着 | :| 充分 地 大 ,L(s,X) 的 零点 s = oc+ 谋 的 
个 数 才 会 任意 地 多 ,因此 , 知 要 求 | 1 < 5, 就 对 于 L(s,X) 的 零 
点 所 知 甚 少 了 。 这 里 要 证 明 : 对 Z(s,X) 的 每 个 零点 o = B+ 认 , 差 
1 - 8 都 有 一 个 定量 的 下 界 ,这 个 下 界 与 g 及 i 有 关 。 先 证 明 一 个 
引 理 。 
引 理 1.5.1 (i) 设 X 为 模 4 的 非 主 特征 , X， 为 模 qi 的 原 特 
征 , Xi 诱导 出 X, 即 X = XXo, Xo 为 模 g 的 主 特征 。 则 当 Res = c 
| 
J 时 (ssi 
EC, NX) Dl ss Xi 
(ii) 设 Xo 为 模 9 的 主 特征 ,Res = o > 1, 则 
(ss ,Xo0) bls) 
L(s,Xo) Cs) 
(iii) 设 X 为 模 g 的 任 一 特征 ,c > 1, 为 任意 实数 , 则 
(8 秆 : 斌 ， 
| - C0) + snel - 和 | 
六 (zy Di x ) 
A 
(iv) 设 s=o+ 让 ,go EE (1,2),i 为 实数 , 则 


+ 20'log qs | 0 | = ls 


oe oa, | Ee 1 


+ Re| - =0as {2) 


< = ogtl it| + 2))。 


(vy) 设 X 为 模 g 的 原 特征 ,s = o + 让 ,so E€ (1,2),i 为 实数 ， 
B+ 让 为 L(z,X) 的 一 个 非 平 几 的 零点 , 则 


WV ] 
Re| - le O(log(g(|i| +2)))。 
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(vi) 设 X 为 模 g 的 任 一 非 主 特征 ,s = o + 认 ,o €E (1,2),i 为 
实数 , 则 


i 
Rel - a a oa | 


证 明 :(i) 当 Res > 1 时 ,由 无 穷 乘 积 表达 式 可 得 
L(ssX) = A(s,x) I = 
p 


p | q 
phg 


L(s, Xi)exp( > ,log(1 和 XiCp)p-)) ; 


p|4 
有 91 


这 里 对 数 函 数 取 主 分 支 。 据 此 ,对 s 求 导 可 得 
Els XN) 4 Xi(p)logp 
LissX} Wsydr) Slap = Xi(p) 


- 


因为 
> Xt 本 es <22>/logp < 2log 9， 
plaP 一 交代 有 到 p| 7 
Pdi phg 
(i) 得 证 。 
(ii) 应 用 
Elta Kol = Cay [| (lp YRes > 1 


他 
可 与 (i) 类 似 地 证 明 (ii)。 
(iii) 与 (1) ER 
人 有 有 则 3 ls 
因此 ,由 (1) 可 知 (2) a 由 级 数 绝 对 收敛 ,可知 和 
的 实 部 等 于 实 部 的 和 , 即 “Re” 与 >, 可 交换 ) 


8$1.5 三 图 数 的 零点 分 布 89 


oo 


> (3 + 4Rew(n) + Re(w(n)))A(n)n-’, 


元 三 1 
这 里 w(n) = X(n)n-* 若 设 w(n) = 所 , 则 
3 +4Rew(n) + Re(w(n))* = 3 + 4cos 0 + cos20 
= 2(cos 0 + 1)* = 0, 


所 以 (iii) 成 立 。 
(iv) 由 推论 1.4.9 可 得 
人 i 
i 时 二 二 8(s) + O(1),g8(s) = ny. 
人 二 1 


若 1t| < 2, 则 由 于 函数 g(s) 在 闭 集 {s|s =o+tit,l<o<3,|i| 

< 1| 中 连续 ,g(s) = 0(1)。 若 |i| > 2, 由 定理 1.1.5 的 (v) 可 得 
g(s) = O(log(|t| +2))s 

(iy) 得 证 。 

(v) 由 推论 1.4.7, 我 们 有 


_L(s,X) 二 -CCX) + O(log g) 


EL 
i 


n 宇 ] 


其 中 g(s,X) = T( 广 (s+ 6))/T( 二 (s+ 86))。 可 与 (iv) 的 证 
明 中 估计 g(s) 类 似 地 得 

u(y, X= Ollog( | rt| 2) 
因此 ,我 们 有 (参见 § 1.4 的 (46) 式 中 的 推导 ) 


Re| - = Re(a(X)) - Rel 2 (i + 二) 


+ O(log(g(|z| + 2))) 


el La 1 由 
由 > Re| :| - > Re| 一 Zn 本 
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+ O(log( gl |#| 4 2))) 


-= PE (oe)# O(log(aClil 4))。 (3) 


S 一 21 


由 于 对 每 个 n 都 有 Re( 一 一 ) > 0, 特 别 地 , 若 设 纹 = B+ 站, 则 


5 一 Zn 


因为 5 二 正直 训 ;着 (3) 可 得 


Re| - 让 过 一 Rel - - 呈 十 O(log(qg( | 让 


二 一 机 | B 十 O(log(g( | i | 十 3)))s 
(iv) 证 举 ， 
(vi) 设 X 是 Xi 诱导 的 ,Xi 为 模 gi 的 原 特 征 , gi|g ,gi 二 3。 由 
(1) 和 (3) 式 立 即 可 知 (vi) 成 立 。 
引 理 证 毕 。 
关于 工 函数 的 零点 分 布 , 我 们 有 
定理 1.5.2 设 0 > 3, 则 存在 cx E (0, 广 ) ,使 得 整 函数 
Ga [| J ws,x) 
3<q< OXmod g 
仅 可 能 有 一 个 零点 o = B+ 认 , 满 足 0< B=<1,p 关 0,1, 以 及 
1 = Be ole sa (4) 
这 里 || ”表示 对 模 g 所 有 的 原 特 征求 积 。 并 且 , 当 这 个 零点 存在 


时 , 它 是 G(s) 的 实 的 单 阶 零点 ,我 们 记 之 为 亡 , 它 使 得 L(B,X) = 
0 对 某 个 模 妆 的 实 原 特 征 多 成 立 ,3 < < 0。 于 是 ,三 元 组 (Y,X， 


方 ) 或 不 存在 ,或 对 所 有 的 模 g(3 < gq < 0)\ 模 g 的 所 有 原 特征 X， 
以 及 L(s,X) 的 所 有 非 平 凡 零 点 o 所 组 成 的 三 元 组 (g,X,p) 而 


言 是 唯一 的 ， 即 若 (3,XY,p) 不 存在 ， 或 虽 存 在 ， 但 
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(gq,X,o) 二 (了 ,艺人 3), 则 有 
po=8+il-p8>IoTiTT2J。 (5) 
我 们 称 这 个 三 元 组 (了,X, 放 ) 为 0- 例外 组 ,(3,X) 为 0- 例外 对 ,了 


为 0 例外 模 ,X 为 0- 例外 特征 ,而 户 则 为 0- 例外 零点 。 

定理 1.5.2 的 证 明 实 际 上 由 几 个 引 理 组 成 。 以 下 c(i 三 3) 表 
示 若 干 正 绝对 常数 。 

引 理 1.$.3 设 g 二 3,X 为 模 g 的 一 个 复 的 原 特 征 ,po = B+ 
认为 L(s,X) 的 一 个 非 平凡 零点 , 则 


Eee log(gq( |2| + 2))" 
”证 明 : 设 o。€ (1,2), 简 记 log(q(14| +2)) = L。 由 引 理 1.5.1 


3 二 和 二 
ER 
今 7 二 min( 1 十 2 = 一 min( 方 cz] , 则 由 
] 
0 一 


= ps 
C3 = 
1-8 > 1» C3 一 (5(33 和 76) le 
证 毕 。 
引 理 1.5.4 设 g 二 3,X 为 模 g 的 一 个 实 原 特征 ,po = B+ 谱 
尘 3 的 一 个 缘 和 平凡 管 局 ,ff 关 加 则 


C6 
Pe log(g(|i1| + 2))° 


证 明 : 这 时 X”= Xoo 设 o€ (1,2)。 简 记 log(q(|t| + 2)) = 
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5。 则 由 引 理 1.5.1 的 (i),(iii) 和 (iv) 可 得 


过 
| 
4Re| - Le + 六 c7L > 0。 (6) 
ag 


1 ] = ol 
2 让 = 1 Cn (7) 


由 &(5,X) = &(5,X) = &(p,X) = 0, 可 知 万 也 为 ECs,X) 的 堆 
点 , 即 为 L(s,X) 的 非 平凡 零点 , 且 石 关 ps 因此 ,由 (3) 可 知 


Re 


i | 1 
Re| - a 
ee a+ OL (8) 
由 (6),(7) 及 (8) 可 得 
3 4 4(6 = 8B) 


o-1 oc-B (oc-pB)+4t 

st | ry 

tp ta 0 9 

取 6 = min(l + csL-!',2),cs = min( 二 2: 二 | 国 旧 ,四 上京 

-= 8 ? NN 3 7 335 O 》 -一 
(0 -1) 时 ,由 (9) 及 


| 二 
er 


iD | 一 
9 
| 
je 


我 们 得 


l=-8> (15 (2 (10) 
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当 0 <1i| < 六 (co-1D) < 方 (o - B) 时 ,由 (9) 以 及 
4(o - 有 ) 


0 一 2 
Ke 


| ] 
《本 
我 们 又 得 
< Ee 下 区 六 二 全 
从 而 有 


88， 总 TE 
l= 为 流 05(4c8 i (11) 


由 (10) 及 (11) 可 得 所 需 结 论 。 证 毕 。 
引 理 1.5.5 设 g 二 3,X 为 模 g 的 任 一 实 原 特 征 ,L(s,X) 有 
实 根 bi 与 b2,PB1 #¥ B20 < Bi;P2 < 1, 则 有 


、 C9 
1 ~- min( 8,8) 5S bp 


证 明 : 当 co E (1,2) 时 ,我 们 有 不 等 式 : 
© (0) L (o,X) = nn 六 
RR 2 A yn CC I 
应 用 引 理 1.5.1 的 (iv) 以 及 (3) 式 , 我 们 有 


(0) 1 
Ca) ~ i. OC 


Ei 克 1 1 ton 


L(o,X) ~ oc-B! co-p 


3 < 8 + O(log g), 
其 中 6 = min(B1, Bs)。 因 此 由 (12) 得 
1 


=1 


了 
ee clolog 9 = 人 
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取 = = min(1+ cll(log g)- ,2)，,cll = min( 3 ， 二 | 我 们 得 (应 
用 log 9 = 了 
1-8> co log 人 5 三 (6({ ei + Ci0 二 Ls 

证 毕 、 

引 理 1.5.6 设 g 二 3,X 为 模 g 的 一 个 实 原 特征 ,L(s,X) 以 
实数 8 为 阶 数 = 2 的 非 平凡 零点 , 则 

1-B8B> ee 

证 明 : 这 可 与 引 理 1.5.5 类似 地 证 明 , 即 仍 在 co € (1,2) 时 应 

用 (12)。 只 需 注意 到 ,这 时 由 (3) 式 我 们 有 


py Bt log 


这 是 因为 , 若 设 8 为 阶 非 平凡 零点 , 则 - 一 天 在 (3) 式 右 
端的 无 穷 级 数 中 恰好 被 重复 关 加 了 hh 次。 证 毕 。 

引 理 1.5.7 奉 Xi 为 模 g; 的 实 原 特征 ,3 < gq; < 0,i = 1， 
2,L(s,Xi) 以 忆 为 非 平凡 实 零点 , 且 % 和 xX,, 则 


Wp foe 0° 
证 明 : 由 § 1.2 可 知 XX 可 视 为 模 [gi,g,] 的 特征 ,而 由 定理 
1.2.2 的 (vi) 可 知 XX;z 不 为 主 特征 。 设 o€ (1,2)。 我 们 有 不 等 式 : 


tty Blo) To los yi) 


toy GE 未 EC 和 Xa 


= 2 A(n) (I 于 训 和 二 让 (a 


= > A + Xi(n))(1 + Xa(n))n” > 0 
由 引 理 1.5.1 的 (iv),(v) 及 (vi) ,我 们 得 
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Re 
= 了 
_L(o,Xi) 1 


一 + OU j 二 12 
ji ” 65- 有 


4 = cilog(20 )。 


L(o,X1x,) 
因此 ,我 们 得 到 
| 
1 2 


os-1 o-min(B,pB,) + cl4log O > (Qs 


取 = min(1 + cis(logQ) ,2), ers = min( 广 c 马 , 池 ) , 则 由 
a 


pi” ! 1 ciislog Q +1 < (ci + 1)log 0, 


1 BS callos 0)™ er = (Ml Cm es 

证 毕 。 

定理 1.5.2 的 证 明 : 令 cx/ = min(ca,cgycoyclzycl3， 3s 恋 
P=B+ 站 为 G(s) 的 一 个 根 ,0 < 8B 志 131 为 实数 ,p 天 0,1; 则 
L(p,X) =0, 这 里 对 某 个 g,X 为 模 g 的 某 原 特 征 ,3 < gq < 0。 若 
pb 不 是 实 的 或 x 不 是 实 的 , 则 由 引 理 1.5.3 和 5 引 理 1.5.4, 可 知 (5) 
成 立 。 设 o 是 实 的 ,po = 8, 且 X 是 实 的 。 行 8 为 C(s) 的 阶 数 三 2 
的 零点 , 则 不 外 乎 出 现 两 种 情况 : 

(i)B 为 L(s,X) 的 阶 数 = 2 的 实 零点 ; 

(ii)8 为 ZGs,X) 的 1 阶 实 零 点 ,又 为 某 个 Z0s, Xi) 的 实 零点 ， 
X 关 Xi1, Xi 为 模 gi 的 某 个 原 特征 。 

对 于 情况 (i ,由 引 理 1.5.6 可 知 (5) 成 立 ,对 于 情况 (ii) , 按 
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Xi 是 复 的 或 实 的 ,分 别 应 用 引 理 1.5.3 和 引 理 1.5.7, 可 知 (5) 式 
成 立 , 因 此 ,我 们 的 讨论 证 明了 : 奉 。 为 G(s) 的 零点 ,0 < Rep < 
1,0 关 0,1,p = B+ 府 满 足 (4) 式 , 则 jp 只 可 能 是 G(s) 的 1 阶 实 
零点 ,o = B, 且 相应 的 使 得 L(p,X) = 0 的 模 g(3 < g < 0) 的 
原 特征 Xx 为 实 原 特征 。 进 一 步 应 用 引 理 1.5.5 和 引 理 1.5.7 ,我们 
还 知道 C(s) 仅 可 能 有 一 个 满足 (4) 式 的 1 阶 实 零点 。 这 就 完成 了 
定理 1.5.2 的 证 明 。 

对 于 2(s), 我 们 有 

定理 1.5.8 若 。o = B+ 认为 E(s) 的 任意 一 个 非 平凡 零点 ， 
则 


C16 
Sa logt | 至 | #2)° 
为 证 明和 定理 1.5.8, 先 证 明 一 个 引 理 。 
引 理 1.5.9 当 0 三 cc 三 1 以 及 


|#| < (2( (re™)”! (区 )) = 
时 (z 为 实数 ), El(o + 天) A 06 
证 明 : 由 定理 1.3.5 的 (ii) ,我 们 仅 需 证 明 &(o + 并) 关 0。 设 


S$ 三:G 市 ito 我 们 有 
Eto | l=lr(s= 1 


[Qub)( Dom) gu (13) 
因为 
So- es ml emt ey) , 


n>2 


出 当 慷 守 2 有 时 ,一 1 > 与 mn, 所 以 
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i = 
-3 
| oz 2 BG da 二 | 全 A a | da 
二 2| (Ter)-1 二 | 
因此 ,由 (13) 以 及 | s(s -1)| < t+ 1, 可 得 引 理 1.5.9。 证 毕 。 
定理 1.5.8 的 证 明 : 设 po = B+ 让 为 E(s) 的 一 个 非 平凡 零点 ， 
0 =< B =< 1,1 为 实数 , 且 |:| ss 16。 设 o€ (1,2), 与 引 理 1.5.1 的 
(iii) 类 似 地 ,可 证 得 
中 所 > ) + 4Re 江 (g++ i ] 


cle) Ew 让 访 ) 
C(t) 
+ Rel - | (14) 


简 记 工 = log(|t| +2)。 应 用 推论 1.4.9, 可 与 引 理 1.5.1 的 (iv) 与 
(v) 类 似 地 证 得 (参见 (3) 式 的 推导 ,注意 :Re((c + i -po,)-!) 三 
0, Rep" > 0) 


eK NY 
Re( - Ne Re( 二 pe 0O(L) 
1 
= 
<- +0(), (15) 
Co Ei) 1 
Re - oe | Re( sa i) + 0(D) = 0(D)。(16) 
因此 ,由 引 理 1.5.1 的 (iv),(14),(15) 及 (16) ,可 得 
a C17 


取 二 min( 1 十 he 二 minl pa | , 则 由 
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i 于 Te (etl) 
及 (17) 可 得 
1-p> I Pe 0 ee 


若 |t| < 1, 则 由 于 
(a te (Be) iy, 
由 引 理 1.5.9 可 知 E(B + 立 ) 关 0o 证 毕 。 

根据 定理 1.5.2, 我 们 知道 整 函 数 G(s) 有 可 能 存在 唯一 的 实 
零点 8, 它 满足 L(B,X) = 0,X 为 模 了 的 一 个 实 原 特征 ,3 < 了 < 
0, 以 及 1 -育才 cx/log(20), 即 与 1 的 距离 “比较 近 ”, 并 且 , 定 
理 1.5.2 的 证 明 方 法 无 法 给 出 差 1 - 8 一 个 适当 的 下 界 估计 。 这 个 
靖 通 常 被 称 做 “例外 零点 ", 它 实际 上 是 依赖 于 0 的 。 在 本 节 的 最 
后 部 分 ,我 们 将 引进 一 种 方法 ,用 以 给 出 1 - 的 非 平凡 下 界 。 

我 们 继续 探讨 L 函数 非 平凡 零点 的 性 质 。 我 们 有 

定理 1.5.10 设 7 为 实数 ,X 为 模 g 的 原 特征 ,g > 3, p= 
B+ iriyn = 1,2,…, 为 &(s,X) 所 有 的 零点 ,也 即 L(s,X) 所 有 
的 非 平凡 零点 , 且 |p1| <1pz| < …。 则 有 


(之 Te gw 人 | 二 双 )5 


(11) 2 [本 二 | 


| 
(者 )(a) 对 任意 的 Ti, Ti 二 0, 满足 <1r| < + 1 的 零 
忆 O05 = 证 iri 的 个 数 = dcxelog( q(T 4 2))。 
(b) 设 7=2, 则 满足 | | < 7 的 零点 个 数 为 0( Tlog( g7))。 
wy 可 以 找到 一 个 数 了 了 ,人 过 了 ”二 了 + 1, 使 得 
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C27 
Sou gt | 7 4 
对 所 有 非 平凡 零点 po。= B+ ir, 成 立 。 
(= B+ ii， =2 < B <3,z 不 与 任 一 pop, 相等 , 且 | t | 
mm > 0 或 0 < pz 声 1B| = pia < 或 B81,g 为 常数 , 则 
{ssX) l 
光 ( 光 ; 守 .) bl 
其 中 求 和 通过 所 有 满足 | 上 - x,| < 1 的 (之 log(g(|i| + 2)) 个 ) 
非 平 凡夫 成 襄 三 属于 六 
证 明 :(i) 从 推论 1.4.7 的 证 明 过 程 看 , 它 对 于 任意 的 满足 
| 区 | 辣 | 醒 | 委 一 冯 【 为 | 站 
的 &(s,X) 零点 的 一 个 排列 za ,zs,…,z,,… ,都 是 成 立 的 ,因此 ， 
在 其 中 取 = 2+ i7, 并 应 用 $1.4 的 (33) 式 ,以 及 引 理 1.1.5 的 
(5) (注意 :对 数 函 数 取 主 分 支 ) ,可 得 


一 1 | i 1 
4 
- pg E24 XY 2 


| 


+ O(log(g(|i| + 2))), 


ME 
lt dl a 
EP EY A ; 


因此 ,在 (40) 中 取 实 部 ,并 利用 在 推论 1.4.7 的 证 明 中 证 明 
Re(a(X)) =- DRe( >) 
时 所 采用 的 一 些 讨论 ( 见 $1.4 的 (45) ~ (46) ) ,可 得 


Re a(X) 基 a 十 a = Re(a( XX)) 


re 二 TR er + = 3 !7 一 | 


2— Pb 
= 2 证 = O(log( gT))s 


wk 
六 


100 
] ] 


因为 
四 
CR 
所 以 (i) 成 立 。 
(ii) 由 于 
a 有 | 本 


' ep 隐 


由 (i) 可 知 (ii) 成 立 。 
(iii)(a) 由 (i) 可 知 
| = Tr 7 < 20log( gC Ts + 2)), 


7 之 了 +l 
n 1 
2 
2 
~ 2 
T= 人 +1 = n 宇 1 ] 中 (— 7 pi) 


< 2c26log( ql | 十 证 本 


因此 可 得 
< de * leg(a( Ti 2))o 
Ps | | sl 
(b) 在 (i) 中 取 7 = 0, 可 得 
3 
下 过 > 要 本 < S$c26log(29)。 


I 


因此 ,对 任意 的 7,7 > 2, 由 (a) 我 们 有 
RE -| 


EE 


< T(4cwlog((T + 1)g) + 17co6log(27) 
— 0O( Tlog( qT))。o 
(iv) 由 (i) 可 知 


4 
on 7 | 
el 3 2 le 站 六 < 9 og(g( + 2)) 


我 们 将 区 间 [ N,N + 1] 分 成 N = [(2cx + 1)L] + 1 个 等 分 的 小 
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段 , 即 
1 i 


ps yo Ee 


相应 地 , 复 * 平面 上 的 矩形 
站 

分 成 了 V 个 形 如 
有 

的 小 矩形 ,这 里 0 < < N - 1。 显 然 ,至 少 一 个 D; 中 不 包含 L(s， 

7) 的 满足 po = B+ 计 ,0<B<1,T<r<7T+1 的 零点 po。 于 是 ， 


戎 入 玉 = 本 全 古国 0 六 网 

| 
ee 
对 于 Lss%》 的 任 一 非 平 风 雪 后 色 = 久 二 iw 成 并 s 安 ew 二 
(4(cz6 + 1))- 即 得 所 需 。 

(v) 应 用 推论 1.4.7, 将 其 中 的 分 别 用 2+ 让 和 z = 8B+ 直 代 

替 ( 注 意 :z 不 等 于 L(s,X) 的 任 一 零点 ) ,然后 将 所 得 二 式 相 减 ， 
可 得 


[二 


r' (2 
a 2 | EE 1 
E(w, 2 rl zp 2+ 玉 -pn 
(tt 
4 。 EYE 4 EM ls (19) 


由 对 于 8 及: 的 假设 ,由 定理 1.1.5 的 (v) 可 得 
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芝 寺 已 
| = O(log(|#| Eo A 
| 机 
if 对 寺 僻 
才 = O(log(|i| +2))。 
Ee 
丸 , 当 如 二 了 十 守 w1 二 | 法 上 上 时 
和 
zp 2+ 计 一 加 《BB- 记 i -rN2= BF ii = ri) 
人 人 (21) 
由 (ii) 我 们 有 
本 | (| (32 ) 


DY 导 到 | 


L(z,X) _ 3 
L(zsX) | | 


由 (i) 可 得 
， 到 -= > a = (loa( ql |#| #4.2))), 


pn 2+ ger, O(log(g(| i| +2)))。 


Pa 
因此 (v) 成 立 。 证 毕 。 

类 似 地 ,对 于 & 函数 ,应 用 推论 1.4.9 和 定理 1.1.5 的 (v) ,可 
得 

定理 1.5.11 设 了 为 实数 ,o, = B, + ir,(n = 1,2,…) 为 整 
归 数 6(s) 按照 绝对 值 大 小 排序 (显然 ,不 止 一 种 排 顺 序 的 方法 ) 
的 全 部 零点 ,也 即 人 ) 的 所 有 非 平凡 的 零点 。 则 


(之 


Ce < cxlog( | 7 了 | 4 2)。 
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Ce 


pe 

(iii)(a) 设 7 = 0, 则 满足 7 <|r| < T+ 1 的 零点 个 数 < 
4czglog( 了 + 2); 

(b) 设 7T = 2, 则 满足 | 7,| < 了 7 的 零点 个 数 为 0(Tlog 7)。 

(vj 可 措 个 了 了 了 寺 了 记 了 1, 使 入 | 一 | 二 cx (log(T 
+ 2))- 对 每 个 零点 os = B+ ir, 都 成 立 。 

(v) 天 zz= B+ i, || = > KL2 = 
18| <js < 2, 或 B= 1,yi 为 背 数 , 且 z 不 与 任 一 零点 ps 相等 ， 
z 关 1, 则 有 

- = 

读者 可 将 这 个 定理 的 证 明 作 为 练习 。 

设 T= 3,X 为 模 g 的 原 特 征 ,g = 3。 我 们 用 N(7T,X) 表示 
L(s,X) 的 满足 条 件 |1| 三 了 的 非 平 凡 零 点 s = o + 论 的 数目 ,其 
中 零点 是 几 阶 的 束 重 复 计 数 几 次 。 基 于 我 们 已 经 证 明 的 工 函 数 零 
点 分 布 的 一 些 知 识 ,我 们 可 以 用 复 分 析 的 方法 ,获得 N(7T,X) 当 
7 一 o 时 的 渐 近 公式 ,我 们 有 

定理 1.5.12 设 7T>=>3,g > 3,g 为 整数 ,X 为 模 g 的 原 特征 ， 
N(T,X) 为 L(s,X) 的 满足 条 件 |t| 三 了 的 非 平 凡 零 点 gs = c + 
的 数目 ,其 中 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 几 次 。 则 


N(T,X) = lg leg = 7( 8 log2 ， 4 L) + O(log( gT))。 


证 明 : 由 征 理 1.5. 10 的 (iv) 可 知 , 可 找到 用 ,7 三 了 三 了 + 
1 ,使 得 对 于 &(s,X) 的 任 一 个 零点 o = B+ tr 都 有 


| 党 六 要 


+ OUog( | 1| 2))s 


> jt? 1 
又 由 于 = 8 - 讶 为 &(s,X) 的 零点 ( 见 定 理 1.5.10 的 (iii) 的 (a) 
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证 明 中 的 说 明 ) ,由 定理 1.5.10 的 (iv), 可 找到 数 7”,T<7”< 
1 未 1; 使 得 


C27 


log(gq(T + 2))° 
NT TS DL NREOe ol -TT" ele 
的 非 平凡 零点 c + 让 的 个 数 ( 零 点 是 几 阶 的 就 被 计数 几 次 ) , 则 由 
定理 1.5.10 的 (十) 的 (a) 可 得 


[| ME 


NT Ty) = NT Oo (23) 

复 :平面 上 的 4 点 4,B,C,D 定义 为 
过 -1 > 1 这 .1 加 .mm 
站 = 二 人 


人 = 61626364 为 以 61、.6，,、63 和 64 为 边 的 矩形 ,这 里 61 为 连接 点 
4 与 B 的 竖 线 ,6, 为 连接 点 刁 与 C 的 横 线 ,6; 为 连接 C 与 D 的 竖 
线 ,64 为 连接 D 与 4 的 横 线 。 由 于 亚 纯 函 数 L'(s,X)/L(s,X) 以 
函数 L(s,X) 的 零点 为 极点 ,所 以 它 在 包含 财 和 矩形 6 的 一 个 和 大 
的 小 开 和 矩形 A' 中 是 解析 的 ,这 个 A' 与 A 内 部 含有 L(S,X) 同样 
的 零点 。 因 此 ,在 A 内 部 ,L(s,X)/L(s,X) 的 全 部 极点 是 L(s， 
xX) 的 非 平凡 零点 与 0( 邦 XxX(-1) = 1]) 或 -1( 或 X(-=1) = -1)。 
若 z 为 L(s,X) 在 A' 内 部 的 一 个 零点 , 则 
L(s,X) = (s - z)*F(s),h 二 1,h 为 整数 ， 

其 中 F(z) 产 0, 了 (s) 为 整 函 数 。 于 是 , 当 0 < |s -z| < 4; 且 4 充 
分 地 小 时 ,s 属于 A' 的 内 部 ,F(s) 0, 并 且 这 时 

Ey Ds zx)4F" (s) - F'(s) 

二 扩 i sg Plsy 
由 此 局 部 分 析 看 出 , 若 z 为 L(s,X) 的 hh 阶 零点 ,z 属 于 人 的 内 部 ， 
则 z 为 L(s,X)AL(s,X) 的 1 阶 极点 , 且 残 数 为 hh。 于 是 由 残 数 定 
理 可 得 (考虑 到 L(s,X) 可 能 以 0 或 - 1 为 零点 ,同时 注意 到 ,由 
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&(0,X) 夭 0、 函数 方程 及 卫 函数 的 性 质 ,0 或 - 1 仅 能 成 为 工 (s， 
Y) 的 1 阶 零点 , 见 § 1.3 的 练习 ( 工 ) 与 练习 ( 工 )。) 
| a = 2mi(NCT To3X) + 0(1)), (24) 
在 ,下 二 汪 9 
这 里 | ^ 表示 沿 和 矩形 A 边 界 的 积分 。 当 s = 5/2+ 让 时 ,由 (1) 可 
知 
ss) A(n) Xtn) a BY 
a 2 2 ACn)X(n) . 
sah 1; (ml 
|， pe = 一 | 5 | dj] 
= Dj A(n)X(n)n (log 着) 一 


< (eramogn 二 eiTlog oY ™ 人 和 (25) 
这 里 | 表示 沿 直线 段 01 的 积 让 8 当 8 二 和 这 和 
5/2 时 ,由 定理 1.5.10 的 (v) ,我 们 有 


L'(s,X) | ， 到 | 
0, 


a | 
0, Ll gs en te g(97))]d 


| Fey | | 


2, | ds + O(log( g7)), (26) 


| rp | a fs 


其 中 刀 ++ 疡 , = ps 为 L(s,X) 的 非 平 凡 零 点 。 由 了 "的 选取 ,可 知 
当 z 属于 包含 线段 6; 的 一 个 适当 的 小 开 和 矩形 Al 时,z - p, 的 虚 部 
不 为 零 , 于 是 , 设 so。 = - 3/2 + 好 ,我们 可 以 对 任意 的 sE Ai 定 
* dz 

Su = | ee 
其 中 对 数 函 数 取 主 分 支 ,积分 是 沿 从 so 至 * 的 直线 段 取 的 。 容 易 
验证 , g,(s) 是 Al 上 的 解析 函数 ,日 

nls) = 0, say = 0 


log(s 一 Bi 十 log( so > is 
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由 此 可 知 gw,(s) 在 Al 上 人 恒 等 于 零 。 特 别 地 , 当 | 了 有 -7r| < 1 时 ,这 
给 出 


-I= -px) = EU (27) 


由 (26) (27) 及 定理 1.5. 10(iii) 的 (a) ,我 们 得 


CF) 8 
| 全 ds = Oog(q7))。 (28) 
类 似 地 可 得 
(ss %) 
i lo 
和 (29) 


为 计算 展 布 在 63 上 的 积分 ,由 函数 方程 (定理 1.3.5 的 (i)) 可 得 ， 
当 sE 6 时 


L(s,X) = rj -wan x 
1202 


nil sa lr (ta) 


(sx) Ll(l-s, XY [时] 1 T2300-:+0)) 


bs 一 一 二 一 
0 2 rr( 了 da-s+ 5] 


ME 十 3) 


i 
Ts + 9) 
于 十 
tt 二 一 L(1-s,X) S§ 1 / 1 | 
人 人 yl sy PT” 37")log( aon) 
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| ee gy ) 
8 


ds 
3 ye | 
] 
4 
二 | RE (30) 
3 人 十 3)] 
可 与 (25) 类 似 地 得 到 
sa 
ee ds = (YY (31) 


下 访 是 过 tT7T', 所 以 由 定理 1.1.5 
的 (v) 可 得 


rl 1 二 条 二 本 前 
一 的 | a 


因此 


ds 


中 > 3) 
必 r ($0 + 6)) 
(1s 


= 一 中 g(a + 0O(log7)， (32) 


这 里 g(1) = log( +- 方 i ,对 数值 是 用 主 分 支 定 义 的 。 
8(t) 是 区 间 7 = (-27",27') 上 的 可 导 函 数 。 若 设 g(1) = wu(i) 
+ iv() ,u(t) 及 v(t) 为 实 值 函数 , 则 易 知 wu(i) 与 v(1) 也 为 I 上 
可 守 限 数 。 由 实 函 数 的 分 部 积分 及 (27) 中 计算 复 积 分 的 方法 ,可 


得 
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y T’ T! 
| g(t)dt 3 | u(t)dt+ | v(t)di 
= el _T" 
有 rr gh 
= 1) | tu' (t)dt + itv(t) 
二 = 0 _T" 
s | tv' (t)dt 
RY 
ra Yi 
= ie | 2)| tg (td 
Ee hd =T" 


= Ty(T Tg- 


Pla 9/4 + 6/2 )d 
外 


= 只， 让 


和 (33) 


和 和 a | + 功 1， 二 本 < 


sin 01 =- jo Fim TT = 
[| + 3 


所 以 
cos( 于 + 01) = Le OI 9, 
sin[ 广 (也 + A = 二 1 - cos| 玉 十 91) ] = 0(7-)), 


并 由 当 0 < 0 < 于 时 成 立 的 不 等 式 1 < -5 < 于 可 得 


sin 0 


0+2=0(07)。 
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是 南环 志 有 过 要 下 三 知 
g(T’') = log( a OCT *) 二 gl 二- 到 + 人) 


类 似 地 ,由 了 三 7 三 于 1 可 得 
= log( 方 ) + 下 
所 以 由 (33) 我 们 有 
| seods = (7 + 7") (log T)+ 到 iT + 7") 
-7 -了 7 了 ”+O0(Uog 7) 
= 27log 方 -27 + O(log 站)。 (34) 
由 (32) 及 (34) 可 得 
] 
i er 
| bb ) = - 2iTlog( 了 
| 


+ 2iT + O(log 7)。 (35) 
类 似 则 ,当世 -277,2F 伍 时 圭 


eco -e+ 和 :和 


这 里 对 数 取 主 分 支 , 则 由 引 理 1.1.5 的 (v) 及 分 部 积分 可 得 


下 "二 (上 上 动 ) he 
| ns = 一 ji pe i py 
3 3 全 + 6)] 


Tu 
二 = | Cidt + O(log7) 


= 一 2i7log| 六 | +2iT + O(logT)。 (36) 
由 (20) ~ (22),(28) ~ (31),(35) 及 (36) ,可 知 定理 1.5.15 成 立 。 


证 毕 。 
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对 于 函数 ,车 设 7 = 3, 并 用 N(7) 表示 5(s) 的 满足 o = 
8+ 论 且 |t| < 7 的 非 平凡 零点 的 个 数 , 则 与 定理 1.5.12 类 似 
地 ,我 们 也 可 以 获得 N(T) 当 7 一 % 时 的 渐 近 公式 。 

本 节 最 后 的 目的 是 证 明 下 列 命题 : 

定理 1.5.13 设 g 二 3,X(n) 是 模 g 的 一 个 实 原 特征 , 则 存 
在 一 个 可 计算 的 绝对 常数 。> 0, 使 得 若 o 为 L(s,X) 的 一 个 非 平 
凡 实 零点 , 则 

1-o> cg (log 

为 证 明 本 结果 ,我 们 先 证 明 大 和 干 引 理 。 

引 理 1.5.14 设 ;为 一 复数 ,Res > 0,X(n) 为 模 g 的 特征 ， 
g 宇 3, 则 对 任 一 实数 a。 > 1， 


Dn 下 


Lt SY (mn)) yl + slog y)dys 


a<n<y 


证 明 : 当 Res > 1 时 , 设 b > a > 1。 由 引 理 1.1.3 可 得 
X(n)log n b 
这 ns --| 


a<n<b 


六 X(n)) | + slog y)dy 
a<n<y 


= bog b( 2 XCn))s (37) 
应 用 定理 1.2.2(iii) ,不 难看 出 估计 
2 Xx(n)| < 9p(g) 


总 成 立 。 因 此 ,在 (37) 两 边 令 5 一 + % ,可 得 


We 


= 一 am > X(n)) y-:-(1 + slog y)dyo (38) 


a<n<y 


注意 :(38) 的 左边 当 Res > 0 时 是 解析 的 ,而 我 们 又 可 与 引 理 
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1.1.1 的 证 明 中 类 似 地 证 明 (38) 的 右边 当 Res > 0 时 也 为 ; 的 解 
析 衣 数 。 故 由 解析 开拓 原理 ,可 知 (38) 在 Res > 0 时 也 成 立 。 证 
站 。 
引 理 1.5.15 设 g 三 3,X(Cn) 为 模 g 的 原 特征 ,o € 


1 , 
be | , 则 | L'(o,X)| < 51(log gq)’。 


证 明 : 由 引 理 1.5.14, 并 应 用 定理 1.2.4, 可 知 


二 有史 


n<gqg 


二 | (4g “log gqg)y ”~ (1 +logy)dy。 (39) 
q 
log Nn 4 —0 
让， ~ (log gy)ll + 1.w "da) 
ngsg 1 
2 
= (log (1 外 医 3(log gq)”, 
| yi (1 + log y)dy < ?| y “log ydy 
9 4 
2 = 一 池 二 
= (lB jy™ < 120 log v3 
在 推 寻 中 用 到 


] 杰 1 一 
2 ”2log g 请 2log3 宇 2° 


因此 ,由 (39) 可 知 

| 本 (EX 让 <3(log gqg) 489- (og gq) & 51(log g)”。 
证 毕 

引 理 1.5.16 设 0<a<1, 则 
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证 明 : 由 于 a = exp(- log 一 ) ,我 们 有 


[eau = | eva = le ds (40) 
其 中 有 = log 一 > 0, 而 且 已 做 了 变量 替换 VBu = v。 由 于 
(| eg) 本 | | ee avdy, 
广 ,r > 0, 则 有 


x = rcos 0,y = rsin0;0 三 0 三 7 


-rdrdg = 至。 


(| i 


所 以 由 (40) 可 知 本 引 理 成 立 。 证 毕 。 
引 理 1.5.17 设 g 二 3,X(n) 为 模 g 的 实 原 特征 , 则 存在 一 


个 可 以 计算 的 正 的 常数 4 ,使 得 
A 


证 明 : 设 1 € (0,1),t 为 一 个 待 选 参 数 , 令 
H(t1) = 二 本 汪汪 = Xd), 


Ea ee ey 


在 其 中 令 


t 


一 方面 ,由 于 在 m” = 功 pt 出 
三 [| (1 二 半年 袜 


l<i<k 


la 2 1, 


“ + (Xpi))"), 


因此 ,对 于 m > 
H(t 洱 Sm > | du | dal 


m 宇 1 


Vx 


= 7 (log— 
最 后 一 步 应 用 了 引 理 1.5. 16。 , 另 一 ~ 


eo = 1 (41) 
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H(zy = DE E yxX(d)( ij 如) 


m=:1 


J 


二 


让 
必 


则 有 (用 到 定理 1.2.4) 


CiY = (LX) 
2 
< 1 1 
四 | 于 | 
这 3 LL 
< t i 14 
= D(als 以 dl(ll | 


= D400 re i mg FY ge 


— 2 (T = Ty_1) Py(#) = > 2 Da Te) 
= 和 TyPalt) 一 2 人 全 六 
(有 - 。 一 | L(1,X) 
> 0 De 4 oh 四 
| 77 


— ce ll 
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六 
< (2g' log | pat ws22, 全 6 


d=1 


二 于 


1d-1 
和 二 UL = #), 


d=2 d=1 


2 | Pa 人 - Pan(D)| < 一 4 + 


lt = lg 


二 二 | 
a 4 和 
i 


d=1 


. “log(1 去 剖 四 。 


1 
Sn 
因此 


OE ee Pe 


t 


log(1 — 中] = 3og(] = 站)] (2g21og gq) 


2 lg 省 (一 3jlogl = - 直上 (43) 
设 坟 < < 1, 并 令 
f(2) = 4(1 = 1) + log to 
则 由 (1) = 0 以 及 当 子 < + < 1 时 成 立 的 显然 不 等 式 /'(1) = 
- 4+ 十 <0, 可 知 /(1) > 0 当 才 < + < 1 时 总 成 立 , 故 此 时 有 


po 
J 


> (44) 


由 (41),(43) 及 (44) ,可知 当 1 € (地 ,1) 时 必 有 
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LX) = H(i = C(t) > F j= 
- 14g'2(log q)log( 一 一 | 。 (45) 
令 1 = 1-cg-1i(log 9), 则 当 < 充分 小 时 ,由 (45) 必 可 得 (注意 : 
对 任 一 常数 D > 0, 当 c 充分 小 时 , 必 有 c- > Dlog(1/c)) 
L(1,X) > 0.2(1 - 1)12 = 0.2cl29-LM2(log g)-2。 
证 毕 。 
定理 1.5.13 的 证 明 : 由 L(o,X) = 0, 并 用 中 值 定 理 , 得 
到 (1 
其 中 上 GE (c,1)。 如 果 


1 
oo<l1- Te 

则 显然 有 

Es 

D3 Jog a 

设 1 > o = 1 - (2log g)-, 则 应 用 引 理 1.5.15 与 引 理 1.5.17, 由 
(46) 可 知 所 需 结论 仍 成 立 。 证 毕 。 


1 Se 
和 2log g 寺 


练 习 


( 工 ) 用 证 明和 定理 1.5. 10 的 类 似 方法 ,证 明定 理 1.5.11。 

( 卫 ) 设 Ts3, 用 N(7T) 表 示 L(s) 的 满足 po = B+,|t| 三 
7 的 非 平 凡 零 点 o 的 个 数 。 用 定理 1.5.12 的 证 明 方 法 和 定理 
1,$.11, 证 其 


N(T) = log 一 一 7( 2 + L + O(log 7)。 


T 
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$1.6 ”算术 级 数 中 的 系数 


设 9 为 台 给 定 的 正 整 数 ， 人 正 整 数 a 二 gq 本 这 ;加 厅 充分 大 
实数 ,我 们 用 x(x;g,a) 表示 算术 级 数 a + kg(k 二 0) 中 不 超过 x 
的 了 率 数 个 数 , 即 

n(x;q,4) = 2 1。 


PX 
p=a(mod g) 


(yig,a) = 2 A(n),y =2, 


n=a(lmod g) 
ne<y 


其 中 A(n) 为 von Mangoldt 函数 , 即 当 站 = p” , m 宇 1,p 为 素数 时 
A(n) = log p, 否 则 A(n) = 0。 则 


n(x;q,4) = >) (y(n;g,a) - y(n-1; sD i 


Te 全 2 n 
y(n;q,a) 
0 去 ) = 人 log n 
3 


» y(n;g,a) O(x1L2 


dt og nF 1 log %) 


本 1 ] 
2 Wi ee Is 
pw) qe) 


+ O(w™ log wx)s (1) 
因此 ,我 们 可 通过 人 研究 Jy(y;g,a) 的 渐 近 性 状 , 来 研究 x(x;g,a) 
的 渐 近 性 状 。 由 定理 1.2.2 的 (ii) ,我 们 有 

i ZOEAm)( DX) Xa) 


] 本 
= 志和 ,Xo) + Pe Co) by), (2) 
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其 中 >, 表示 xX 取 模 g 所 有 特征 ,Xo 为 模 9 主 特征 ,而 


y(y,X) = SA 


显然 ,我 们 有 
Jy(y,Xo) = DA(n) + O((log y))s 


厂 设 X 为 模 g 的 非 主 特征 ,由 定理 1.2.2 的 (v) ,可知 存在 模 vi 的 
原 特 征 X1,g1|g,3 < gi < 9,X 由 模 g| 的 原 特 征 Xi 诱导 出 , 即 当 
(n,g) = 1 时 ,X(n) = Xi(n)Xo(n)。 显 见 有 
py) = ZX(n)A(n) + 0O( 2 ACD) 
和 es 
= yy,X1) + O(log y . log gq)。 (3 
因此 , 我 们 需要 研究 当 Xi 为 模 gi 原 特征 时 的 y(y,X1) 及 


A(n)。 用 1,X2,… 表示 若干 正 的 绝对 常数 ,我 们 将 证 明 
定理 1.6.1 (i) 设 X 为 模 g 的 原 特征 ,3 < g < 0,x > 9, 则 


a ; 浓 区 
pin = = " 一 se 十 0( 过 (log(Or))] ， 


其 中 3 < 7 <Vx,9 = 1 或 0 视 是 否 存在 0 - 例外 零点 8( 定 义 
见 定理 1.5.2) 而 定 ,对 po 的 求 和 通过 L(s,X) 的 满足 |Imo| < 7 
的 非 平 几 和 零点 p, 且 pop 关 B 及 1 -B( 若 8B 存在 )。 

(ii)w(x) = A(n) = XxX— re 0( 这 (log *)?]， 


| mp| <7 
其 中 3 < 7 < Vx, 求 和 通过 一 切 满足 |Imp| < 7 的 5(s) 的 非 平 
几 零 后 。 
(iii)w(x ) = >A(n) 二 % 十 O( xexp( - Ah log 中。 


(iv)n(x) = Sa = "du 十 O(xexp( - AM2 V log 由 


2 log u 
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(v) 设 6 为 一 正 数 ,6 < 1/2, 则 当 % 汪 x0(6) > 0 及 3 三 9 三 
(lo 硬 ， 


(wa) = + O(x * exp(— ci1(6)(log w]e)); 


其 中 x0(6) 及 c1(6) 为 两 个 仅 与 6 有 关 的 正 的 背 数 。 
(vi) 对 6 ,x 与 9 的 假设 同 (v) , 则 | 


TCX30yC) = | Ee 诗 olx 。 exp| 二 六 cl(6)(log a | 


为 证 该 结果 , 除 前 几 节 的 预备 知识 外 ,我 们 还 需 先 证 两 个 引 
理 。 

引 理 1.6.2 设 7T>3,a 1,6 > 0,6 > 06 夺 a 3 1; 则 
A(a) = 1, 否 则 A(a) = 0。 则 


|e - A(a) + 0| 


六 
271 T|log a| 
其 中 工 为 复 ; 平面 上 从 点 六 - 记 到 点 上 + 证 的 竖 直 线段 。 
证 明 : 若 c > 1, 设 U = 3。 由 残 数 定理 可 得 


| sa = 2rl+1+712 + BB, 


其 中 万 为 沿 从 -也 + 红 至 + 好 连 线 的 积分 , 厂 为 沿 从 -=- 忌 - 
iT 至 - U+ 证 的 连 线 的 积分 , 13 为 沿 着 从 b - 订 至 -也 - 红 连 
线 的 积分 ,被 积 函 数 均 为 vs。 我 们 有 
b G 
| 可 | 三 | 二 o(| $ao) 二 pnp = a-0)) 
不 -UU = 
| 二 o(| 好 dj = | 


因此 , 令 U 一 % ,可 得 所 需 结 果 。 在 0 < a < 1 时 , 仅 需 将 由 b+ 
i = 0 -UDV+ 证 所 确定 的 炬 形 换 成 由 bi、U + 
iT.U - 证 和 4b -i 所 确定 的 矩形 ,并 运用 残 数 定 理 作 类 似 的 讨 
论 。 证 毕 。 
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引 理 1.6.3 当 ws 0 时 ,log (1 + w} = 


证 明 : 令 f(x) = 二 有 人 二 ,X% 二 0。 则 


+ 
rN 有 > 0， 
故 f(x) 为 单调 增 函 数 。 由 f(0) = 0 可 得 f(x) = 0。 证 毕 。 
定理 1.6.1 的 证 明 :(i) 的 证 明 。 由 定理 1.5.10 的 (iv) ,与 定理 
1.5.12 的 证 明 的 开头 类 似 地 ,可 找到 属于 区 间 [ 7,7T+1] 的 数 开 ' 
及 了" ,使 得 


[和 -= 页 | 一， 
log (g(T + 2)) 


77 + mm 2 7 
leg gC T $2)y 


对 L(s,X) 的 所 有 非 平 几 零点 p。= B+ i 成 立 。 我 们 有 
We, X) = J(Y,X) + O(log x), (4) 
其 中 了 = [wx] + 地 >o 设 6 > 1。 由 引 理 1.6.2, 对 充分 大 正 整数 N， 
N > 了 ,我 们 有 
PY,X) = ZX(n)A(n) = ZX(D4ACOA(7 


SI of WK 
~ 2xi ji 


(ZA *) ds 


ne<N 


log n 
io 
十 | TY [有 log 工 | | 


Sa FX) A na) ds 


~ Dred) ir 


i log nn, 
Y Lg 2 | > 
+ 0( 夺 > 和 +o 7 | 


由 $1.4 的 (i) 我 们 有 
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3 eR Ls,X) log n 
Xn)Aln)n = LCs xX) + a| 人 
由 求 导 可 知 函 数 (log 1)t-” 当 t1 > N > e 时 为 下 降 函 数 ,所 以 
让 ”Jog t 
i -3 dt =| dt 


几 n= N+l 


120 


n>N n= N+l 


1 
Re 5 
< IN dog N+ (5) 


1 4 LUiog 7, 则 得 (应 用 当 N = 4 时 的 (5) 式 可 得 SUlos 


现 取 o 
njn < = O((loe 的” 


| i i 1-c 2 
和 人 XY) = 1 ds + O(TYN (log Y)’log N) 


log n 
了 23 
den) 中 下 和 
仿 N 一 %, 则 有 : 
a 要 
J(Y,X) = 二 国 地 he 
log n 
"|? > | (6) 
n n log 关 
我 们 有 


> 一 En- 了 + 了 + 了 


| 
n=1 ye log ~ 


其 中 如 、 吕 ， 与 避 ， 分 别 是 无 穷 级 数 的 满 i » YYon < 
5 Ya 2 een 


2 
Wy 
又 ,由 >》)n-! < log Y( 见 定理 1.3.6 的 证 明 ) 可 得 


n<yY 
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DY a De og ello 


ne uD 


对 于 > ,, 我 们 看 到 
3 


Y Y<nes2Y 
Ysn<y log 一 log y 


由 引 理 156.3 可 条, 当 二 志 克 云天 时 


log 一 a log(1 4 -=n)» 2 


n :Ee 
所 以 
六 人 了 

yn log — 人 lsmsY 

2 2 
类 似 地 ,可 得 

二 < Ylog 了 了。 
Ye me2ZY log 了 


所 以 , > < 女 (log 7Y)?。 又 由 于 和, 与 2, 的 估计 ,就 得 


2 logn < 二 (log 入) 
log 


因此 ,(4) 及 (6) 得 


i a;| ,Fs)ds + 0O(¥(log Y)), (7) 
其 中 F(s) = EE. 和 : ,在 定理 1.5.12 的 证 明 中 ,我 们 已 分 
Pd 
析 过 ,在 L(s,X) 的 一 个 a 附近 (s 送 z) 
a 
lah 


而 gl(s) 在 s rs 解析 -因此 , 行 在 ;二 1 3 = 1 时 令 6 一 0 ,在 
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Y(~1) == 工 时令 8 = 1, 则 函数 L(s,X)/L(s,X) 的 极点 为 
L(s,X) 的 所 有 平凡 零点 - 6 - 2n(n 为 非 负 整数 ) 和 所 有 非 平凡 
零点 z(m = 1,2,…), 且 都 是 单 阶 极点 o 在 复 s 平 面 上 , 令 4 =o 
-Rearrtrii' Ce- + De==-12- 疏 " 用 AB 
表示 由 4A 至 B 的 直线 段 ,并 以 此 类 推 ,显然 ,f(s) 在 以 4,B,C,D 
为 顶点 的 矩形 区 域内 部 E(E 为 开 集 ) 为 亚 纯 函数 , 且 具 有 极点 0 
以 及 有 限 个 L(s,X) 的 非 平凡 零点 和 ms 因此 ,由 残 数 定理 可 得 


| 国 | 
Fr 二 RS)ds = CQ0 十 0 a RS) ds 


] ] 
- 动 | -rod 5 ;| Fs)ds, (8) 
其 中 co 和 a 分 别 表示 F(s) 在 s = 0 处 和 s = zw 处 的 残 数 。 由 
定理 1.5.10 的 (ii)、(v) 以 及 7T' 的 选取 ,可 知 当 s€ BC 时 ， 


L(ysX) a O( (log( qT))) 、 


瑟 ( 
所 以 
| Po)ds = 0($(og(g7))’) (9) 
同 理 可 得 
| FC)ds - O(log(g7))?). (10) 


当 s = B+ iTE€ CD 时 ,由 定理 1.5.10 的 (v) ,我 们 有 


DX) of v1 Oflogl otlisl 4 2 = Oo 
lms [a | a 


所 以 
|_ F(a = oflz2(| Tidt)1og( g7) 


= Ow (log(qT)) se (11) 
为 计算 a0, 设 s 六 pn,s 关 -6 -2n(n 汪 0,n 为 整数 ), 这 里 6 与 
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定理 1.3.5 的 (i) 中 同样 地 定义 , 即 当 X(-1) = 1 时 ,6 = 0, 而 当 
xX(-1)=-1 时 ,6 = 1。 由 推论 1.4.7( 应 用 两 次 ,并 相 减 ) 可 得 


， 六 
Ea P(1+ 洛 
2 2 r(1+5) 
pr 本 
ee 
2 


当 6 = 0 时 ,0 为 F(s) 的 2 阶 零 点 。 由 定理 1.1.5 的 (v) 可 知 , 当 
证 ny 


(5) o(x)dx 
T'(s ) 二 = log (s 十 EL = 了 之 下 (8 wj (13) 


但 是 不 难看 出 , (13) Wrap 平面 的 开 连 通 集 


5 | 2 | | | 
0 = islo<ls < min| 3 


中 都 为 解析 函数 (对 于 也 AP, 可 应 用 定理 1.1.5 的 (iD (ii) 及 
(iii) ,而 对 于 (13) 式 右 端的 积分 , 则 可 应 用 引 理 1.1.1 的 (ii) 的 类 
似 证 法 证 明 它 在 集合 ls| |s| < 六 上 内 解析 )。 因 此 ,由 解析 开拓 可 
知 (13) 式 在 2 上 成 立 。 由 (12) 式 与 (13) 式 可 得 , 当 sE 0 时 


下 I) I > 
(e+ $ 
”OCXY)dx 1 1 
le ee 


应 用 引 理 1.4.3, 可 知 (15) 式 右 边 的 无 穷 级 数 在 。= 0 处 解析 , 因 
此 g/s 在 {s||s| < min(7 1a | 中 的 解析 。 由 定义 及 (14) 与 
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(15) ,我 们 得 
机 。 2) = lim De A 
a0 = li PCs)s) = | Ys DO) 
国 lim( Vs (= + g(s))): = lim(Y (1 * se (3))) 
lim( Y “log P(E 4 p(s YY (gl(s) + sp (a)) 


= log Y + g(0) = Dp 一 | O(log x)。 (16) 


Zn 


当 6 = 1 时 ,0 为 F(s) 的 1 阶 零点 。 由 此 由 (12) 式 可 得 


ao = limsF(s) _ LL(0,X) — ee Ot{ ls (17) 


L(0,X) 
由 (16) 及 (18) ,我 们 总 有 , 
ao = 二 - pe O(log x*)。 (18) 
着 设 甩 三 总 十 高 i 1.5.10 的 (i) 可 得 
3) ass 2) 本 = 1 <log ge (19) 


WE i 
ee 1. 下 .了 的 证 明 过 程 可 知 , 若 而 郊 为 天 sx 的 
所 有 非 平凡 零点 按 绝对 值 上 升 的 顺序 的 一 个 排列 , 则 1 - 有 ,1 =- 
z2，,…,1 -z,…* 为 L(s,X) 的 所 有 非 平 凡 和 零点 的 一 个 排列 。 因 此 ， 
车 二 三 放 + 训 为 以 s,X) 的 一 个 非 平 风 零 成 ,| 方 | < 1, 且 使 得 
1 - 丈 不 为 0 - 例外 零点 (无 论 其 存在 与 否 ;定义 见 定理 1.5.2)， 
则 有 


二 [or oy 
由 此 ,应 用 定理 1.5.10 的 (iii) 的 (b) ,可 得 
Bld a la 


|r | i ee 
n nN n 
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< (log 人 (20) 
这 里 ' 表示 1 - z 不 为 0 - 例外 零点 。 若 0 - 例外 零点 8 存在 , 则 
由 定理 1.5.2 可 知 


2 C2 1 
"AsheCo) 2 I 


所 以 B > 广 > 1- 甩 ,因此 万 已 经 包含 在 (20) 式 左边 的 求 和 中 。 由 
(18)、(19) 及 (20) ,我 们 有 


1 1 
9 一 二 一 Og % O 本 
0 = 0 2 
二 O((log x)”) (22) 


在 定理 1.5.12 的 证 明 中 ,我们 已 指出 : 若 z 为 L(s,X) 的 位 于 以 
A,B,C,D 为 项 点 的 矩形 内 的 一 个 h 阶 零 点 , 则 z 为 函数 己 (s， 
X)AL(s,X) 的 1 阶 极点 , 残 数 为 h。 由 此 易 得 

az = lim((s — zm) Fs)) 


pd _ hy” 


一 二 lim| ( 一 这 一 O 
pa S—>2 LU, 作 


(23) 
由 (7) ~ (11)、(22) 和 (23), 可 得 
人 - 0( 诗 (log (x0))?)， (24) 
这 里 2 表示 对 L(s,X) 满足 - T”< + < 7"' 的 非 平凡 零点 
pn = Bs + ir, 求 和 ,其 中 一 个 h 阶 零点 被 重复 计数 了 hh 次 ,hh 二 1。 
当 0 - 例外 零点 8 存 在 , 即 9 = 1 时 ,5 及 1- 有 各 被 计数 于 >) 


中 1 次 。 由 Cauchy 中 值 定理 可 知 存在 & € (0,1 - 8), 使 得 
y1-B = eo(1-P)log ee re 
sa a 08 
1_B = 1 -8 = (log ¥)se 


ei( gs X) = 
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a Yee mY = dln wis C2) 
议 里 我 们 应 用 了 (并 入 由 于 也 了 7 了 ”了 * 二 应 用 定理 1.5. 
10 的 (iii) 的 (a) ,我 们 得 

2 2 1 

= + 0( 志 log( g7))， (26) 
这 里 >), 表示 对 于 满足 ps = B+irn,-7T”"<rm<7T',pn#B， 
1 - B( 若 8B 存 在 ) 的 非 平凡 零点 ps 求 和 , >, 对 于 满足 p, = B+ 
ir,，|r| < 7,ps 关 Bl -B( 若 B 存 在 ) 的 非 平 凡 零 点 on 求 和 。 
当 * 为 实数 , 目 s 上 0 时 , 若 x > xl > 0, 则 由 实 函 数 积分 ,显然 
有 


%2 一 部 ] 二 :| “wldu, (27 


其 中 对 于 正 数 &,& 定义 为 eo ,对 数值 取 主 分 支 , 若 允许 s 取 复 
数 , 显 然 (27) 左边 作为 ; 的 函数 是 整 函 数 ,而 应 用 引 理 1.1.1 类 似 
的 证 法 ,可 知 (27) 右边 的 函数 也 为 ， 的 整 函 数 ( 这 时 积分 仍 是 沿 
从 xi 到 x, 的 直线 段 取 的 ), 因 此 由 解析 开拓 可 知 (27) 总 成 立 。 特 
别 地 , 当 o 被 计数 于 >,, 中 时 ,我 们 得 
Yi p| widu < 二 | po| ea | He Bl, 
因此 ,由 定理 1.5.10 的 (证 ) 的 (b) ,我 们 得 
5 oY? = Ds" + O(Tlog(g7)). (28) 。 
由 (24) ~ (26) 以 及 (28), 当 3 < 7T < Vx 时 ,我 们 有 
1 8 和 
(Ry = dW 人 Pe + 0( 主 (log( Qx))?) 


B 
其 中 > 表示 对 于 满足 |Imo| < 7,p zz 8,1 - B( 若 8B 存在) 的 
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L(s,X) 的 非 平 凡 零 点 求 和 。 这 就 证 明了 (i)。 
(ii) 可 与 (i) 类 似 地 加 以 证 明 ,这 时 我 们 的 出 发 点 为 ( 见 引 理 
1.5.1 的 (iii) 的 证 明 ) 
Cs} wy A 
二 和 ’ 


Nn 


" Kes SS 1, 


并 相应 地 要 应 用 定理 1.5.11、 引 理 1.6.2、 引 理 1.6.3、 残 数 定理 、 
推论 1.4.9 以 及 定理 1.3.5 的 (ii) 。 所 需 额 外 注意 者 为 ,在 运用 残 
数 定 理 时 (相应 于 (8) ) ,在 令 F(s) = x't'(s)/(st(s)), 则 F(s) 
以 s = 1 为 1 阶 极 点 , 且 相 应 的 残 数 为 - x。 这 是 因为 ,由 定理 
1.3.5 的 (ii) 可 知 , 存 在 在 |s| 1s| < 2} 中 解析 的 函数 C(s ) ,使 得 
当 # 1 全 ,G3) 三 (5 - Dts 且 本 1 到 0 于 是 , 当 训 子 
lsls| 有 区 轩 ， 


(ss) (sa) 1 
a 


由 此 即 得 所 需 结论 (实际 上 ,我 们 可 扩充 定义 G(s) 成 为 一 个 整 函 
数 )。 男 外 F(s) 在 = 0 处 的 残 数 为 8 (0)/5(0)。 这 就 使 得 在 (i) 
中 相应 于 y(x,X) 所 作 的 讨论 (12) ~ (22) 以 及 (25) 在 (ii) 中 对 
于 y(x) 而 言 成 为 不 必要 的 了 。 

(iii) 和 在 o = B+ iy 为 E(s) 的 任 一 个 非 平 凡 零 点 , 则 由 引 理 
1.5.9 可 知 必 有 |7y| > 1( 见 定理 1.5.8 的 证 明 过 程 )。 由 定理 
1.5.8 可 知 , 若 |>| < 7, 则 有 


C16 
4 


因此 ,车 取 7 = ep|/ Sk (08 x)12] , 则 由 (ii) 及 定理 1.5.14 的 
(ii) 的 (b) 可 得 
Jy(x) = An) = 多 十 0( 水， x8) + O(x7T- (log %)2) 


[7| er 
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% 十 Oe-™ Ws 3 1) + O(xT-!(log x )”) 


<I 


xX+ ee 7 ci6(log x)12] (log x)?| 


因此 ,只 要 Al 是 大 于 人 的 常数 ， (iii) 就 成 立 。 
(iv) 与 (1) 类 似 地 ， 我 可 


r(x) = 2 p(n) (Iai - Pe we 二 入 
于 O(x!’ log X ) 。 (29) 


由 于 (iii) 中 的 x 是 任意 的 ,因此 由 (29) 及 (iii) 可 得 


mwl 下 2 (n+ O(nexp(— Ai(log n)))) (二 logn log + D) 


Vx<n<x 


< 


ee 1/2 
es p(— Ai(log x))) 


es [x] 


| Vx 二 元 二 2 log 可 Vx+l<n<x+l log . log([ x] 二 > 


十 0 sop( - Slog x)12] 
= -> . 十 ol xexpl - (og om | | ; 


过 了 过 % 


| 1 国 1 i 
这 里 已 用 到 了 je 大 og 《后 ol n(log -| "应 用 推论 
1.1. 革 ,可 得 


| “da 1 » 
过 logn . logu™ oi EE 
因此 , (iv) 成 立 , 且 可 取 4。 = 廊 X1。 
(v) 由 (2) ,我 们 知道 


Dl 


i OW x)。 


pr ye ot, 呈 二 轴 (30) 
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这 里 Xo 为 模 g 的 主 特征 。 由 (ii) 我 们 有 

pmsXo) s Wm) + O(log s)) 

Rt (31) 
设 模 4 的 非 主 特征 X 由 模 qi 的 原 特征 Xi 所 诱导 , 即 X = XXo, 则 
由 (3) 及 (让 (在 其 中 将 (X ,gq,0) 换 成 (Xi1,g1,g)), 我 们 有 

pias) = Bln, Xi) FE O(log w' log 9 ) 
] 


1 二 
=- 0.—=x - 2 '—x?+0| 志 (log(gx))), (32) 
7 ee 


其 中 3 < 7 <Vx,0 = 1 或 0 视 是 否 存在 9 - 例外 零点 8 而 定 (车 
0 = 1, 则 (Xi1,gq1) 即 为 9 - 例外 对 (多 ,六 ), 见 定理 1.5.2), 对 6o 的 
求 和 通过 L(s,X1) 所 有 满足 | Imo| < 以 及 B11- B( 若 8B 穴 
在 ) 的 非 平凡 零点 o。 若 将 计数 于 2)“ 中 的 任 一 个 零点 记 为 。 


| mo | < 


= B+ i, 则 由 定理 1.5.2 可 知 


] (33) 


C2 
人 lag (g(T +2))" 
由 推论 1.4.7 的 证 明 ,我 们 知道 1-_- 5 = 1- B+ 记 也 为 L(s,X1) 
的 零点 , 且 由 jp 产 1-B 可 知 1-5 产 有。 所 以 ,由 定理 1.5.2 又 得 


B= l= RetlsBs (34) 


i 
log(g( fi 
由 (33)、(34) 以 及 定理 1.5.10(ii)(b) ,我 们 得 


pe ol x * log( gT) ， op (Ts)( 对 | 


= ol xT(log( g7) | ) e (35) 


1/2 
当 0 < 6 <2[3,3 三 gg 三 (logx)-38 时 , 令 7T = exp| | 7 calog x] ) ， 
则 由 (35) 得 
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二 = of wexp( - 3(c2log se)), (36) 
| me| <7 


当 0 = 1 时 ,由 定理 1.5.13 可 知 
B ”a .i ee c(S)(log % 0) 
< c(6)(log 和 -1+8+39 /4 


因此 ,再 由 (21) 就 得 到 

加权 

= O(x. x! ) = 0O(xexp(- c(6)(log ve 
由 (32)、(36) 及 (37), 在 0 < 8 < 1/2 及 x > xo(6) > 0 时 ,就 有 
c1(6) > 0, 使 得 


J(x,X) = O(xexp(— c1(6)(log ws 
(vi) 注意 :(v) 中 的 x 可 被 换 成 任何 大 于 xo(6) 的 数 。 因 此 , 当 
3 < go 之 {log zw)222,w (wg(5) 六 时 ;由 (v) 及 (LU 我 们 有 


n(x;q,a) = > (a + O(nexp(— c1(6)(log n)°))) 


VxX<n<x 


| n 和 | 


[xj 8 
了 [ F O(xexp( — c1(6) (log x) ))| 


1 
oiel + 1 PE + Ol log x ) 


tl 5 no—l 


p(g) XN log Vx+l<n<x+l log 让 
用 测 1 
| O(wexnt- er(SY( log w})) 
log(Lx] + 1) a 
Ws sg 
加 FL log | 


+ O(xexp(- Fc1(6) (log xz)?))。 
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在 证 明 (iv) 的 过 程 中 ,我 们 已 证 明 


] a Ee BC) 
na 


因此 (而 ) 成立。 证 至 。 

定理 1.6.1 的 (i) 通 和 被 称 为 显 式 (explicit formula) , 因为 在 
公式 中 明显 地 包含 着 L(s,X) 的 除 1- 有 之 外 ( 若 0 - 例外 零点 有 
存在 ) 的 全 部 非 平 凡 零 点 。 类 似 地 ,(ii) 也 被 称 为 显 式 。(iv) 通常 
被 称 为 素数 定理 (有 时 也 这 样 称呼 (iii) )。 

定理 1.6.1 的 (iii) 及 (iv) 中 的 余 项 还 可 以 应 用 指数 和 估计 及 
盟 数 论 中 的 方法 加 以 改进 。 


练 习 


( 工 ) 给 出 定理 1.6.1 的 (ii) 的 详细 证 明 。 
( 工 ) 应 用 定理 1.6.1 的 (ii) 和 引 理 1.1.3 证 明 : 若 x = 3, 则 


Wt 
< = log % + 1 + O(exp(— 6;(log %)?2)), 


其 中 61 与 9 为 绝对 常数 ,特别 地 5， = > Ai > 0,41 为 定理 1.6.1 
的 (证 ) 中 的 常数 。 


第 一 生 


大 第 法 与 工 耳 数 的 零 扣 密度 估计 
历史 上 ,大 得 法 的 出 现 是 为 了 研究 与 素数 有 关 的 问题 。 
$2.1 大 入 法 


考虑 以 复数 为 纯 量 的 线性 赋 范 空间 P, 其 元 素 是 N 维 癌 量 
(NN 为 正 整 数 ), 即 (xi,…,xn), 其 中 %; 为 任意 的 复数 ,对 任意 的 复 
数 a 与 8, 及 任意 元 素 xy € P， 

Wy (1 a (ys ys 
元 素 ax + By 定义 为 (axl + By1，,…,axw + Byn) ,元 素 x 与 y 的 内 
积 (wy) 为 一 个 复数 ， 
(X,Y¥) = WIYI 十 … 十 NYN; 
这 里 71 表示 yi 的 共 思 复 数 。 特 别 地 ,元 素 x = (x1,… ,xn) 的 范 数 
定义 为 
wl sa ml | wl 4 | i | 6 

显然 , | x | = 0, 并 且 上 x =0 当 且 仅 当 xi =… = xw = 0, 即 
x = (0,…,0) 为 P 中 宕 元 系 , 所 请 大 沛 法 (the large sieve) ,粗略 
地 说 , 即 是 关于 线性 赋 范 空间 P 中 若干 元 素 内 积 的 绝对 值 之 和 或 
绝对 值 平方 之 和 的 一 些 适当 的 上 界 估 计 ( 因 此 ,“ 大 往 法 ”与 通常 
所 说 的 “得 法 ”并 无 御 接 的 关系 )。 这 里 我 们 将 要 证 明 几 个 大 入 法 
型 的 不 等 式 。 在 建立 这 些 不 等 式 的 过 程 中 ,所 利用 的 基本 事实 为 
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| x 二 0 对 每 个 x € P 成立。 
我 们 有 
定理 2.1.1 疏 设 和 yi,…, ya 为 P 中 任意 的 NN 维 向 量 ,RR 
为 任意 正 整 数 , 则 


> | 三 max ( 2 |(g,, 9,)|): | < | *。 


(ii) 设 B 为 由 形 如 (gq,X,s) 的 元 素 组 成 的 一 个 有 限 集 合 
中 9 为 正 整数 ,X 为 模 9 的 特征 ,s 为 适当 的 复数 ,又 设 加 及 4,,。 
为 任意 的 复数 ,1 < n < NN, 并 且 


(gsX 8) = 2s A CA 
则 对 于 任意 的 正 数 b1,… ,bw ,成立 着 
人 


(a XsEB 


wm 
(gq,X,)EB (gqg,X,s)EB 
> eX (nx (nn |)s 
证 朋 : (和 设 坟 ,ee , JR 为 一 组 P 中 元 素 ,wi,… ,un 为 任意 一 
组 复数 。 则 
[En] = 


l<sr<R 1 和 7 志 R 1 和 3 妾 及 


< 之 之 ual | (yp) 
了 DD Sms lty, 功 计 


Lr 有 土 过 二 雪 民 


| > | 


Ts 过 其 


到 - 2 用 (1) 
其 中 4 = at 之 | (yg,, 0,)|) o 对 于 任 取 的 P 中 元 素 & 与 x， 


my 
人 
从 
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E = (Es vs 过 一 CW gs 
我 们 有 


N 
a | 
zi 1 


> (1812 - 2Re( 外 ) | wad) 


= | &§|* = 2Re( > 1) + x 


= | | 2Re(lE, x) + | wl * 


R 


特别 地 = 之 wy,, 则 由 


(Gu%) = Se yg), 
可 得 | 
2Re( Dlesg) < alr+ | Pugl’ 0 
由 (1) 及 (2) ,我 们 得 
2Re( Pils, $7))< el? +A( En bi 交 


其 中 4 = max( 2; TB, | mej 次 | 车 ly,l > 0， 


1 一 三民 下 


则 4 > 0。 在 (3) 中 选取 w = (&,y)/4, 则 易 得 
2 ls Le + (G.I 


由 此 可 证 得 (i 让), 若 >，| ye = 0, 则 每 个 y, 为 零 元 素 ,因此 (3) 
显然 成 立 。 山 
(ii) 由 (1) 的 推导 及 (2) 我 们 有 


Bel ,BE el 
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R 


Po 玖 5 (4) 


s=1] 


设 (&,J) = |(&,J)1e”, 这 里 0, 为 实数 ,在 (&,y,) = 0 时 无 妨 取 
9. = 0。 先 设 》 gy > 0, 在 (4) 中 选取 (1 < 7 < R) 


BR 


R R 
we | El ep WY)B- ,B= 2 2 (hl 
r=l s=1 
则 可 得 


2 | $B Zr)(E pl) el |B ”要 
三 二 


= 2 &|”, 
由 此 可 有 刘 ; 当 【外 El 闭合 时 ， 


和 | wl ee El) s BH,B = 2 2 (0 pls (5) 


天 三 让 $l] 


当 | El = 0 时 ,& 为 P 中 的 零 元 素 (0,…,0), 因 此 式 (5) 仍 成 立 。 
若 》， vy, = 0, 则 每 个 y, 都 为 零 元 素 , 所 以 式 (5) 总 成 立 。 按 


照 (ii) 的 假设 , 设 gq 为 正 整 数 ,X 为 模 g 的 特征 ,s 为 适当 的 复数 ， 
(gq,X,s) 属于 一 个 适当 的 有 限 集合 B, 并 令 
及 9q,X,s) = > Aso nn, 
其 中 #5 及) 为 复数 ,车 b1,…,by 为 一 组 正 数 , 则 
0 上司 人 人 
其 中 (&,y(g,X,s)) 表示 P 中 的 元 素 & 与 J(q,X,s) 的 内 积 ,而 
yj 
这 里 高 = 页 夺 4, 记 = 所 (8o = Tb 学 ( 碘 工 二 着 世 
N,X 和 5 分别 表 示 共 思 特 征 与 共 思 复 数 。 设 B 中 共有 民 个 元 系 ， 
它们 排序 为 (gi,Xi1,s1),…,(gr，,XR, sR)。 则 由 (5) 我 们 得 


TY li 


(qs XisjEB 
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Sd ey A A I 


r=1 t=1 


-Pig DD | DTA) Kn 
kl (XEB XA EB n=l 
(让 证 毕 。 


引 理 2.1.2 设 j 为 正 整数 ,wa 为 任意 实数 ,e(&) = 
exp(2r 奴 ) , 则 


27 (7 =|7[)e(j) = en) = a 


sin(xa ) 
站 本 
其 中 当 & 为 整数 时 ,sin(zJa)/sin(xa) 应 理解 为 极限 值 , 即 
sin( Ja) 2 sin(xJB) 二 


sin(ra) ”pe sin(xB) ~ 


有 


证 明 :显然 
六 
| | 二 
| lsj <js<J lsj <jsJ 
= J4 2 = > Ds 2 a 
本 亲属 pe fej ll | 


lsj <js! 


Ys ZF T= et jm] 2 (Mati) 


lsj<J-l1 lsj<sJ-1 


Sa et 


1< | <J-1 


BY Rll, 


|; <J 


并 且 , 当 a 不 为 整数 时 ， 


ei)| = 人 | - 


e(a ) 


sin(T je ) 


sin( ra ) 
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而 当 为 整数 时 ,由 于 sa; 的 值 已 定义 成 了 极限 值 /, 可 知 
(6) 仍 成 立 。 证 毕 。 

定理 2.1.3 设 al,a;,…,ar 为 任意 一 组 满足 当 > 二 着 时 

lea-wll S350 

的 实数 ,这 里 4 表示 实数 4 与 距 其 最 近 的 整数 之 间 的 距离 。 
设 e(&) = exp(2r 认 )。 我 们 有 

(i) 夺 为 正 整 数 ,4, 为 复数 , - K < n < KK, 则 成 立 着 

| Dhel na) ; 六 训 本 于 工种 28=1 > hs 

(ii) 帮 于 及 NN 为 整数 ,N = 1,a, 为 任意 复数 ,M +1 a 
M+N, 


S(a) = > ane (na ) ， 
则 | 
D1s(a)l? < (N +23-1+ 0)( > Ea 


其 中 车 N 为 偶数 , 则 0 = 1, 若 N 为 奇数 , 则 9 = 0 
证 明 :( 令 王 = [6-] 1, 则 由 86 二 112, 可知 五 三 3。 考 虑 
N = 2(K + 上) - 1 维 向 量 & 与 yg,…, Yr, 它们 定义 为 
§ = (Es sy, 
其 中 
1 
SL kb 
B= htt oj le Nl 
而 64 则 是 一 组 正 数 , 定 义 为 
Ww 过 | 天 | 过 下 的 : 
5 be = 
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由 定理 2.1.1 的 (i) ,我 们 有 


S | DAse ne,) 


"ee 


as #2 [dl ba), (7) 
其 中 
4 = max 人 2 | 本 (ee a,)|),B(a) = | = b,el na), 


而 米 志 丰 二 土 = 15 对 于 实数 a 我 人 有 有 
Bl(a) = SY yl > (六 市 工 二 | el) 


[| x re [ak 
= 了 3 ella) -7 DY (kK-lE|)elhe), 
| 富 | 霹 王 二 | | <K 


因此 由 引 理 2.1.2 可 得 
B(a) = TL(sin(r(K + L)a))? — (sin(rKa))](sin(ra))™ 
由 此 可 知 , 当 a 为 整数 时 


i 二 2 (8) 


而 当 a 不 为 整数 时 ,应 用 当 0 < 9 < 人 时 成 立 的 不 等 式 sin 0 > 
20A 人 ,可 得 


|B(a)| 三 三 (sin(xa ))-2 了 (sin(x 外 就 让 让 过 全 | C9) 


对 于 给 定 的 整数 7,1 <r =< 六 ,我们 和 需要 在 57r 太 1 到 5 评 R 时 ， 
在 某 种 意义 上 更 精确 地 估计 | a, - a, | 的 下 界 ( 注 意 : 由 假设 已 
知 a, -wo,| 二 6), 这 就 需要 给 这 些 a, 适当 地 排序 。 为 达 此 目 
的 ,我 们 的 想法 是 ,设法 找 个 数 B,, 使 得 B, 与 a, 之 差 为 整数 , 且 
6 E€E(a -17/2,0; + 172], 因 为 这 样 就 有 a, 一 a = | 
B, = |a, - B,| 然后 ,根据 B, 的 大 小 给 a, 排序。 这 是 可 以 办 到 
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的 ,因为 区 间 (a, - 1/2 - a,,a, + 1/2 - wj] 中 存在 唯一 的 整数 
k, wo 我 们 令 8 = w+ 到， 则 ww-L2 < B=< a,+1/2。 因 为 当 s 
关 了 时 ,a 一 1 法司 > 0, 我 们 无 久 设 当 1 < 3 去 遇 ,3 六 rT 时， 
有 有 nn 个 3 的 伯 #ss is 注疏 一 /2< 二 
MT 
并 有 gq = R-1-p 个 :的 值 i ,…,t 满足 a, < B, < a;+1/2, 且 


Wr Be 二 + 1X2s 


则 
| Qr Ee Qs | 一 | Qr b, | > 0 ， 
p 中 

| Cr Qs | 一 | Cr ep | 一 Cr 和 b, 
p-l p-l p-l 
一 (a, = B, ) ~ (B, Ex b, ) 

p p p- 

一 | CQr Ts Cs | 十 | a Ca | 二 入 


| ar = Qs | = | ar = | = ar = B= (ao — B,) 
下 (B, tt Bb, _,) ee (A ey B, ) 


aoa-a | + la -ao | + 
p Pp p=1 


第 中 Qs 一 Qs | -3 po,， 
并 且 类 似 地 可 得 
外 到 = Qi | 生意 ;| wy = Qi | 5 3867, | &; = a | 5 0B。 


于 是 , 当 r 固定 时 ,由 (8) 及 (9) 可 得 (不 难看 出 ,在 p = 0 或 g = 
0, 则 也 成 立 ) 
,| BU = | <2K+L+2: 让 -DD(m)7 


n= 1 


eh et je LO 


n=] 


因为 
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| | 
六 坪 沪 


Wel We; 


和 


= (RL 
由 (7),(10) 及 (11), 可 得 (i)。 
(ii) 各 NN 为 偶数 , 令 QM+N+1 = 0,K 二 N/2, 以 及 


A, = Wl n= 站 


则 由 
ES os 
S(a,) = 六 ane ( na) = 新 的 全 本 Te +M+kKt+ 1)an) 
n= M+l 元 三 一 六 
天 
=( 2 dolna)) el(M+ K+ 1)a,) 
n=— 人 
及 (i) 即 得 (ii)。 若 N 为 奇数 , 令 K = “于 ,以 及 
= in R41 一 人 三 应 A, 
则 由 
oy 2 
S(a,) 一 有 ane (na ) = 人 ~» M 党 人 + 1)a,) 
n= M+]l n=—K 


= ( 2 Anel na,)) e((M 4 K+ La) 


及 (i) 即 得 (i), 证 毕 。 
作为 定理 2.1.3 的 (ii) 的 一 个 应 用 ,我 们 有 
定理 2.1.4 设 ; 为 模 9 的 原 特征 ,并 令 


M+N 


TY a 2 ot 


n= M+]l 


此 处 a 为 任意 复数 。 则 对 于 @ = 3, 有 


gq M+N 
2 (gq) iw 证 二 2 二 二 六] 本 | 二 
3<gs09 gq x n= M+1 
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其 中 >， 表示 求 和 通过 模 g 的 所 有 原 特 征 X。 


证 明 : 由 定理 1.2.3 的 (i) 及 (ii) 可 知 , 当 X 为 模 5 的 原 特征 
时 ， 


X(n) = 2 Wa 人 | 


i 
总 成 立 , 目 其 中 | z(X)| = V4 因此 
7(X) = -二 sel} 


2 
» 12) 


2 2 ) 2 onc() 


x lsa<g 


其 中 >) 表示 对 模 g ete 12) 右边 的 平方 展开 ,并 应 
pi 
| 二 加 XE 


x X ls<a,a<9q 
M+N M+N 
| 


化 (人 
i 


QI1N]1 一 2 | 
df 


oe 


n= M+] 1r 2 = M+l 


Le y 


(a 3 


所 以 ,为 证 定理 2.1.4 我 们 只 需 证 明 


M+N 2 
i= D2 | > el 
Ve qd 


n= M+l 
1 


Si 轨 


0 


0 


人 (13) 


为 此 ,我 们 应 应 用 定理 2.1.3 的 (让 , 令 
=aaeo 和 ed 1| 


即 . 峻 为 不 超过 1、 分子 与 分 母 互 素 、 且 分 母 不 超过 0 的 正 分 数 全 
体 的 集合 。 设 .名 中 元 素 个 数 为 R, 并 将 .有 如 中 元 素 排序 为 a ,… 
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agoe 则 显然 


R 


->|> 


n= M+l 
| po 由 于 当 
a/q EB,a'/qg E BE a/qg #¥ a'/q' 时 ， 


n 


a|l lag= ww" 1 


更 上 也 ES 
q gq qq ”和 
jc 过半 | = 本 
q 9 qq 
、 min | 要 
qq qq 


所 以 当 r 过 5 时 , | -a 上 0 于 是 ,根据 定理 2.1.3 的 ( 记 ); 
在 其 中 选取 6 = 0 局 ,可 得 估计 


2 > woe(am)| < (N+20°+1) 3 | | 
即 (13) 成 立 ,定理 2. 1.4 证 毕 。 


练 习 


( 工 ) 当 wa 为 实数 ,J 1, J 不 是 整数 时 ,利用 引 理 2.1.2 证 明 
3 =|) = 


[i| sy 


(intrl Ta) (ll ~- {1 ) + Cain(x(| | Da DI 
(sin(ra ))” 


其 中 [省 为 不 超过 J 的 最 大 整数 ,| = -上 [省 , 在 a 为 整数 时 ， 
这 个 等 式 右 端 应 理解 为 将 a 换 成 8 后 , 令 8 一 a 所 得 到 的 极限 值 
[RL VI ts 


(ITD) 证 明 > w-? < 辽 , 并 由 此 证 明定 理 2.1.3 的 (i) 及 (ii) 


中 26-! 这 项 可 被 改进 为 / 了 6-1。 
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S2.2 Mellin 变换 及 其 应 用 


设 f(x) 是 定义 在 实 直 线 R = (- wm,o) 上 的 实 值 函数 ， 
f(x) 在 R!1 上 绝对 可 积 , 即 f(x) 在 包含 于 R 的 任何 有 限 区 间 上 
绝对 可 积 , 且 


A 

| |f(x)|dx = lim| I ww) 4 is 
这 时 , f(x) 的 Fourier 变换 f(x) 定义 为 
Rx) = | asd = lim| fw)elw)du 


lim (| Ga)eosC2ru)du 计 | fsin(2rue)du) okey 


其 中 x € RI,e(&) = exp(2r 论 )。 由 于 xz) 在 尺 上 绝对 可 积 , 容 

易 知道 (1) 式 中 的 极限 必然 存在 ,但 f(x) 未 必 是 实 的 。 我 们 需要 

在 一 定 的 条 件 下 ,能 够 从 f 求 出 f, 为 此 我 们 要 证 明 下 面 的 定理 。 
定理 2.2.1 (i) 我 们 有 


sin % 元 
六 ms a 
0 多 2 


这 里 积分 的 值 理解 为 当 两 个 极限 
tim | dim, td 
都 存在 时 ,它们 的 和 。 
(ii) 车 实 函 数 f 在 R' 上 处 处 连续 ,上 且 在 点 x 人 处 可 导 , 则 对 任意 
的 a,a > 0, 都 有 


lim | f+) ODay = ao) 
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这 里 展 布 于 [ - a,aj] 上 的 积分 理解 为 当 两 个 极限 
lim | Ca 十 Yy 和 lim | fx + y) Sin Ee dy (2) 


都 存在 时 ,它们 的 和 (考虑 到 y = we 
(iii) 若 fx) 在 R 上 绝对 可 积 , 且 f(x) 在 R 上 处 处 可 导 ( 因 
而 也 处 处 连续 ) , 则 


f(x) = | ae(- um)dus 
证 明 :(i) 任 给 正 数 e 及 N,0 < e < 1/2,N > 1, 我 们 有 


上 人 = | aa (| 。 -dy] dx 
- | am xz(| 。 -Ydy+ | | 】 dx 


= | (sin xz)e-?dx]dy + Ol ee 丰收 站 
其 中 4 > 1。 通 过 求 不 定 积分 ,我 们 有 


xy 
|sin ,人 本 C, 
v4 
其 中 C 为 任意 常数 ,所 以 
BN 本 er-s(coge +ysins) eV(cos N+ Ysin N) 
sinx*e dx = a 3 
E TT¥ 


ArN 4 ,-éey A ,-éey 
RE | e “COS | #| e * Ysin -| 
I ws ee 和 下 二 To TE 7 


| e oe NN lk e ee 2 

(4) 
由 于 e- < (ey)-,e- 7 < (Ny) ,不 难 验 证 (4) 式 右 端的 那些 
积分 当 4 一 + % 时 都 存在 ,于 是 ,在 (3) 和 (4) 式 中 4 一 + om ,可 


得 
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N Sin x ”Eo0g€ 2 
一 一 i 
€ 0 


1 


We ecos Ni | i ke 
‘Ws 1 
= [+l>+l1+ Lo 


由 e- 攻 < (WW)-!, 我 们 有 


Bl 0) 让 -= o( 志 )。 


由 二 1+ey 宇 2vV ey,1 + yy 宇 27y, 可 得 


和 


a .pall 上 人 hs 
p=| 0 dy + 1l+y dy 
< Tsine+ (| | 
2 1 1l+y Ve Ve 
1 
令 6 = 一 , 则 
~ Ye 


| | e-sycos se -~ ]| 
0 1 FY¥ 


0 Ly = | 
+ | Sd 一 
1 20 


由 于 当 0 之 了 之 客 轩 ,6 人 二 14 0O(We), 所 以 
oTevye -1 = (14 Otel)eowe.!1 


= — 2(sin 7) + O(We) 一 vtWey. 


dy 


(5) 


(6) 


(7) 


(8) 


因此 万 = 0(We)o 又 ,显然 有 J,。= 0(6-!) = 0(Ye)。 于 是 ,由 


(5) ~(8) ,可 知 两 个 极限 
lim | 池 sin 二 dx ， lim . Sin % jy 
E 多 


N->+cv | 
都 存在 , 且 它 们 的 和 为 
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”sin % 0 dy Oo ” 
0 dx -| a = arctan y 网 
(ii) 不 等 式 |sin z| 三 |z| 对 任何 实数 z 都 成 立 。 事实 上 ， 
| < 7 时 它 是 熟知 的 ,而 在 | z| > > 1 时 , 它 则 是 显然 的 。 
应 用 这 个 不 等 式 , 容 易 由 定义 验证 : 耕 Sn 是 任意 的 在 区 间 [0， 
B] 上 连续 的 函数 ,ww € [0,B],A > 0, 则 积 


| 2 ) Aq 上; 


存在 ,同样 的 结论 对 于 区 间 [- B,0] 也 成 立 。 特 别 地 ,我 们 就 知道 
(2) 中 的 两 个 积分 都 是 存在 的 。 我 们 来 证 明 


lm | fl + 9) dy = Hf) 


为 此 , 令 
右 y 天 0， 


"Cs 若 y = 0。 
由 假设 可 知 g(y) 为 R 上 处 处 连续 的 函数 。 对 于 给 定 的 x*, 议 
| 二 碎 十 y) | 作为 y 的 函数 在 区 间 [0,o 上 的 最 大 值 为 M。 放 9 和 是 
任 一 正 数 ,0 < 6 < a, 则 


er) 亚 Cay -本 
< y+» -10)) EDay 
® sin g sin 
和 [全 二 | | 十 站 rss seay 


a . Ax ha Sin y 
= gsin(ay)ay 于 (3 a 一 dy 


令 6 一 0, 得 
fe Be st -要 


i 
g(y) | | 


二 MAG o 
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: ha sin y 
< gC)sin(y)ay 本 | wey|* 
再 令 和 一 + om , 则 由 引 理 1.3.2 和 (i) 可 得 
im | f(x 是 y) gy i pan 
类 似 地 ,可 证 
lim| /Cx £4 i = Fk 
所 以 (ii) 成 立 。 
(iii) 在 定理 的 条 件 下 , 应 用 不 等 式 |sin z| <1z|(z 为 实 


的 ) ,容易 验证 了 在 R! 上 一 一 致 连续 (因而 连续 ) 。 由 定义 ,这 里 要 证 
明 


人 
汽 敲 直 声 lim| Fu)el- ux ) du 


对 任何 实数 x € R 成 立 。 任 取 s > 0, 由 于 f(x) 在 R! 上 绝对 可 
积 ,我 们 可 选取 正 数 a = a(e) ,使 得 
1 


本 E 

1f(z)1dz < 6° 

由 (ii) ， 

因此 存在 充分 大 正 数 Mo = AXo(e), 使 得 当 > ho 时 ,成 立 着 
二 全 sin(2TAy 
二 Pre 

当 ) > Mo 时 ,又 可 选取 = M(x,X,e) > 0, 使 得 
网 [f(z)|dz + | f(z)1qs) < 

对 于 任意 实数 ,我们 有 


Fw) = lim | fC) elyu)dy = | Oeyw)ay + 和 人 ， 
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其 中 


4 
A = A(M,x,u) = lim (| 7)e(ya)dy 


+ | “oem)dy] 


Al < 上 Ialdz+| 1Az) ld < 让 
因此 
| Kwel- ux)du — f(x) 


| (fi AWely)dy + A) el- we)du ~ fC%) 


< || po0(| euly - #))du)ay -£2) 
由 于 当 y 头 x 时 ， 


sin(2r(Y — x)A) 
| ey -udu = 0 
而 若 将 y = x 看 作 y -> x 的 极限 情形 , 则 这 个 等 式 仍 成 立 , 且 等 号 
两 边 的 值 为 24 。 因 此 


| Kwel- ux)du — f(x) 


€E 
Ty 


Ee Pe + y) Sl dy - f(x) 


< | fx +9) Gay - A) 
| fx + y) (2g, 


€ 
on 


秒 
二 入 


二 


本 


十 


| fa + Y) 0. dy 


Ee 
2 漳 
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Ze 过 | 
二 Fly a Eo 


由 于 s 是 任 取 的 正 数 ,这 就 证 明了 (iii)。 证 毕 。 
设 g(A) 是 当 ) > 0 时 有 定义 的 实 函 数 , 使 得 当 Res = c > 0 时 ， 
-ig(4) 在 (0, + om) 的 任何 有 限 区 间 上 绝对 可 积 , 且 积分 


] oo 
| pt yal, | Xi-1g(A) dA (9) 
都 绝对 收敛 , 即 
1 N 
lim | 4°-!| g(2) 1 da 攻守 和 5 lim | a | glA) Ld +t Ww 
>0+ v 人 AN 一 ~+ocov | 


(10) 
其 中 XA;-! = exp((s - 1)log 4), 对 数值 取 主 分 支 , 积 分 
G(s) = | Atg(a)d 
定义 为 (9) 中 两 个 积分 之 和 , 即 
G(s) = jag) + | ga 
由 (10) 式 可 知 , G(s) 的 值 当 Res = c > 0 时 是 确定 的 ,我 们 称 


G(s) 为 g(4) 的 Mellin 变 换 , 设 ;= o+ 让 ,co > 0,i 为 实数 ,我 们 
有 


1 1 
3 一] 二 3 一 ] 
jx g(A)dA = lim |2 2(A)dA 


0 , 
= 27 lm roti (er) di 
0 一 0+ 0) 


0 
到 2x| Eurf Pra i, 


其 中 当 6 < 4 < 1 时 ,我 们 作 了 变量 替换 4 = e*™*,61 < w=<0， 


I , 
51 = 序 “ 类似 地 ,可 得 


| A:-ig(A)dA = 2x| e‘" ti ( e2ru) duo 
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因此 

Glo 十 起 】= 2x| Hw) el im)du, C1 
其 中 有 (ww) = ez*%g(e2™)。 由 (10) ,容易 通过 变量 蔡 换 证 明 H(w) 
在 R! = (- o,o) 上 绝对 可 积 。 若 进一步 假设 函数 g(4) 在 (0， 
+ o) 上 处 处 可 导 , 则 可 知 函 数 有 H(w) 在 (- om,o) 上 处 处 可 奸 。 
因此 , 当 我 们 把 正 实数 看 作 固定 ,而 把 G(o + 论 ) 看 作 ;的 函数 
时 ,由 (11) 可 知 

Gl(o + it) = 2xf(1)。 

于 是 ,由 和 定理 2.2.1 的 (证 ) 可 得 
H(wu) = | A(y)e(- yu)dy = = G(o + iy)e(- yu)dy, 
即 


el( er) = | Glo + iy)e(- yu)dy 


= lim| Co + iy)e(- yu)dye 
因此 , 作 变 量 替 换 e“”* = vv, 我们 得 


gw) = 3 G(w)v- “dw 


而 Cw) vdw, (12) 


四 ~ 2xi 7 一 ~ 十 o 
让 "未 入 复 平 硬 上 从 古琴 e+ 证 的 二 
的 积分 。 特 别 地 , 当 g() = e-*,Res =o > 0 时 ,由 §$ 1.1 我 们 知 
道 G(s) = Ps), 因 此 ,由 (12) 可 得 


o+i 
ee i .a 


2 T 一 ~ 十 oo 
我 们 将 应 用 (13) 证 明 下 面 一 个 定理 。 
定理 2.2.2 设 z > 3,( 名 ) 是 一 组 实数 ,&1 = 1,| 名 | < 
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Ix(d)|, 且 当 d > z 时 ,5 = 0。 设 gq 为 一 固定 正 整数 ,gq = 1 或 gq 
二 3, 函数 X(n) 或 者 当 g = 1,n > 1 时 恒 等 于 1, 或 者 当 g 二 3 时 
为 模 gq 的 一 个 原 特 征 。r 为 一 个 正 整 数 , | w(r)| = 1,f(n) 为 一 个 
积 性 图 数 , | f(n)| < n,f(n) = f(rsn))al/2 ee Rey sv < 1, 
8 为 忆 ssXD 的 一 个 非 平 几 零 扩 ( 当 gg = 1 时,D(sX) = 区 (sa 
设 吉 为 一 个 正 实数 ,Ww 对 2,7 = %(log %) 6 令 

本 = 1,X(N) sw 1), 
呆 。 >= 为 模 9 的 原 特征 ， 
M((é&1),X,f,r,o,w) = Dé (ad)f(d) de 
J 二 网 wa) 


二 
P| (r,g) 


则 有 
二 »， aln)Xtn (nm fe Ys 


2<n<y 


= EoT(l -~ p)xt-e EM Ea) ,Xf rp,1 — 0)+ 


Ol mog(2o)) 
其 中 a(n) = 和 
df | 了 


证 明 : 设 及 > 1。 在 (13) 中 令 c = 2,v = n/x,n 为 任意 正 整 
数 , 则 有 
i 了 加 x WW 
Dn lim ( nT) ) de 
2+ik w 
= r(w)( 之 ) dw 
n 


2 zw 


2 天 二 到) w 
人 im (| Fo) 到 
TL T=>+% K 


2+1 n 


3 r(w)(E) dw). (14) 


2 = 鸭 


152 第 二 章 ”大 筛 法 与 也 函数 的 零点 密度 佑 计 
由 定理 1.1.5 的 (iv) 可 知 , 当 Rew = 2,Imw = t,|t| 二 1 时 ， 


pe Ot el ly te (15) 
因此 ,根据 (14) 我 们 得 


ep-n/x* 二 -| Tw)(2) du 站 o( (=) -3*) o 


~ Dns Di nn 
设 NN 为 正 整 数 ,o 为 L(s,X) 的 一 个 非 平 凡 零 点 , 且 5/[6 < Rep = 
oc <1, 则 有 


N 


用 (nm (Rm es 


RR 


~ 2ri) si oy 
十 O(w2e-3* > a(n)f(n)|n™), (16) 
因为 
(ny 和 | | el | Ptndl ie lesn)s rs 


d<z 


所 以 
Dy an)XCn)f ln)n | ZX(n) 太 Cn)m 


i 
= po | Sn)f ln) ne + 0O( Ne 
de n>N 
= Dé (ad) dre( D(Cm)fl md) moe) 


+ O(rzN-!)。 C17) 
我 们 有 


(rum) = (rd)( Tm ns) en) 


由 于 (7) 关 0, 所 以 (r,d) 与 (55,m) 互 素 。 因 为 /(n) 是 积 性 
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函数 ,我 们 有 
flmd) = flrsmd)) = f(r,d) A rm). 


容易 验证 :f( 7 三 ,m) 为 m 的 积 性 函数 ,车 令 k = 7 加,' 则 有 
Dx Crp ma me = fr (DX m, mr) 


-A DHA DX)"))« 


J ( > A 
Om 
HOT 


由 mr 人 
人 


p | 


由 (17) 及 (18) 可 得 
Dy an) XCn)f ln) ne 

= L(pt+ w, XM((E),X,f,r,o,w) + O(rzN-!), (19) 

这 里 
M((&),X, fyrsow) = DéaXx(d)f(d)de® 
“|| Cis Xip pe Ap 1) 

ea 
由 (16) 及 (19), 应 用 |a(n)| =<z 及 |f(n)| <r 佑 计 (16) 中 的 0 
项 ,并 应 用 由 (15) 得 到 的 估计 


IT(w)|ldw = o(| ro， it)| di 
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| IFP(2+ it) | di] = ey 
1 过 | 省 | 二 下 


P23 a(n)X(n)f(n)n re-™” 


2+ik 
下 Tw)wL(p Se sd 


~ 2xi 


未 Ol(w ive 3s) + O(x?rzN-!), (20) 
在 (20) 中 , 先 令 入 一 % ,再 令 玉 一 % ,可 得 


oo 


1a(aJ ZITRCRJn-AR-e 


让 二 | 


1 2+ik 六 
lim (i], To)L(p 加 wW,X)X WE ,Fs ,0,0) dw) O 


K—% 


(21) 


用 人 表示 复句 平 面 上 以 六 -o - 7 达 和 六 -+ ik 
为 顶点 的 矩形 ,并 令 

所 ) = Tlw)L(ot wrX) eM(( Es) Xf rs0sm)s 
在 人 内 部 ,(w) 的 极点 为 下 wo) 的 1 阶 极 点 w = 0( 见 定理 1.1.5 
的 (ii)), 以 及 当 g = 1,X(n) = 1(n = 1) 时 ,L(p + w,X) = 
cE(p + w) 的 1 阶 极点 w = 1 -pp 闫 0。 由 残 数 定理 我 们 有 


] (2+ 
Ds Fw) do = Llp XM Xs rp:0) 


ZL 3 


人 MA fr ps, 


p|4 


下 ee 
人 一 人 一 7-0+ 愉 
| F(w)dw .| F(w)dw 
2-ik 3-0- 丰 
pF 2+ik 9 (22) 
| , 
F-0+i 


F(w)dw 
Kk 
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二 | = i _ go Rew <2 时 ,与 (15) 类 似 地 ,应 用 定 
理 1.1.5 的 (iv) 可 知 
a 二 3 


由 于 六 < Re(p+w) <2+o <3, 由 定理 1.3.6 的 (i) 与 (ii) 可 


L(p +w,X) = O((gK)'’log( gqK))。 
并 且 ,在 Re(o + w) 方 时 ,由 jy(7) 六 0 可 得 
| M((&4),X roow)| = 2 (Rl | (a Ba 


P| ta 


< 之 a le | (sa 


p | 5 


< 本 | p 


ot ,d) 


= 将 (23) 
d<z 


所 以 , 当 |Imw| = K, 广 - o < Rew < 2 时 ， 


F(w) = O(x2e-3Kr( gzK) log( gqK))。 


2- 这 2+ 天 
全 (i ,xt 2) do + PCo)da| = 0， (24) 
2 


人 


汪 攻 引 < 1 时 ,由 于 二 < Rep = ee 
因此 由 定理 1.1.5 的 (i) 及 (ii) 可 得 
-og+i) = O17(3 = 吝 寺 者 |) 


(1 
八 > 
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可 虽 (如 友 j 二 (25) 
而 当 |t| > 1 时 , 则 由 定理 1.1.5 的 (iv) 可 知 
r(S -a+it) = 0O( -生生 )。 (26) 


由 定理 1.3.6 的 (i) 及 (ii) 可 得 


5(T +i,x) = O(a +2)) log(g( tl + 2)))。(27) 


由 (23),(25》~ 《27) ;我们 有 
] O(xL2-“rz20g log(29 ) )， 若 | t | = Ls 
F(T = 证 闭 ) = | 


O(x12-crzM2e-2 :| gslog a]; 若 1T ltl 二 到 s 


所 以 


下 | (六 本 六 id We = 在 )df 
i O(x!2-°rz 2 gl log(29))。 (28) 
由 (21) ,(22) ,(24) 及 (28) ,注意 到 L(p,X) = 0, 我 们 得 


Do 


达 dtn)X(m)f (nn te” 


= EoT'(1 - Ba » WCE YY XT rr pol 6) 
市 O(xL2-“rzl2gli log(29))。 
由 于 a(1) 三 1, 以 及 
lo(n) (Cn Peel < Sr(n)rsn)n Ve-™* 
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< "|( e- (og *) 十 | oa] 
a OUrwe-(ogz) ) = lw) 
可 知 定理 2.2.2 成 立 。 证 毕 。 
练 习 


( 1) 证 明 在 定理 2.2.1 的 (ii) 中 , 若 /处 处 连续 ,在 点 x 处 不 
可 寻 , 但 (这 里 积分 为 甫 积分) 


0 


lim (x + ¥) = fs) dy = 0， 
6—>0+ v0 Y 

0 
lim (w+) — fw) dy 0, 
6>0- J 8 y 


则 (io) 的 结论 仍 成 立 。 特 别 地 , 若 f 在 点 x 处 的 左 、 右 导数 存在 , 则 
(ii) 成 立 。 考 虑 f(0) = 0,f(w) = w+ 1(w 关 0 时 ) 的 情况 ,说 明 
f 在 点 x 处 硅 不 连续 , 则 (i) 不 成 立 。 

(了 ) 右 在 (21)、(22) 中 ,应 用 残 数 定理 及 § 1.3 的 练习 ( 焉 )， 
将 积分 由 直线 Rew = 2 移 至 Rew = - 1/3 - o, 并 注意 到 -1 为 
Pow) 的 极点 ,证 明定 理 2.2.2 中 的 0 项 可 换 成 

Hl td 
(mm) (qa( li| Dr Nr(r) lop Zor)), 

这 里 r(r) 为 除数 函数 。 
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我 们 可 在 较 一 般 的 情况 下 ,阐述 如 何 用 $ 1.6 中 解析 的 方法 
研究 求 和 
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a 
的 渐 近 公式 或 者 估计 ,这 里 a 通常 为 实 的 积 性 函数 ,而 对 于 % 风 
可 先 假设 x = [x] + 方 ,x > 3([x] 为 不 超过 x 的 最 大 自然 数 )。 


我 们 的 出 发 点 是 引 理 1.6.2。 设 当 ac > 1 时 A(a) = 1, 否 则 A(a) 
= 0。 则 由 引 理 1.6.2, 我 们 有 


% 
5- 亲 5 \ nl log 


其 中 5b > 0,T 是 适当 选取 的 正 数 ,3 < T < xlog x ,NN 是 任意 大 于 


因此 ,我 们 有 
Do, -i) sr) Eas + 0( (| ,SOT)( Dleln’)) 


5 


es | 吉 | 
十 PE | 
其 中 P(s) = > om- 被 称 为 a, 的 “生成 函数 "。 在 上 式 中 令 


N 一 o 就 得 到 


84 证 5 Mo | 本 | 
> = ai| ro ta oF S % | 
gr ni 8 


b-iT 


进一步 , 若 设 当 了 7 二 nn 过 2x 时 a, = 0(f(x)), 则 由 在 推导 $1.6 
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的 (7) 时 已 证 过 的 估计 


< xXxlog %, 
2 <ns2% log 到 | 

可 得 

和 |6, | = | | 

疡 ， | 3 + Aw)s “log wo 

n=1 ne log 一 n=1 Nn 

n 

因此 


Da = ll Tl) Las 4 0 | DD 上] 


NL biT 


O(log «|. (1) 

这 个 公式 在 有 的 书 中 被 称 为 “Perron 公式 ”。 在 具体 应 用 中 ,通过 
使 用 引 理 1.3.1, P(s) 常 常 可 表示 为 含有 5(s) 或 8 (s) 等 熟知 也 
数 的 乘积 ,所 以 F(s) 可 被 解析 开拓 ,成 为 {|s | Res > ac -el(c 为 
某 一 指定 实数 ,而 e 为 充分 小 正 数 ) 中 的 亚 纯 图 数 。 相 应 地 ,函数 


G(s) = F(s) < 
也 可 被 适当 地 解析 开拓 。 但 要 注意 ,s = 0 或 为 G(s) 的 极点 ,或 为 
G(s) 的 可 去 奇 点 。 丰 limF(s) = 0, 则 0 通常 为 C(s) 的 可 去 奇 点 ， 


否则 为 极点 。 于 是 ,我 们 通常 会 应 用 残 数 定理 。 用 4、B、C 和 DD 分 
别 记 复 平 面 二 的 点 玉 下 亚 wy 认 .g= 认 尖 上 = 好 对 于 以 让， 


B、C 和 DD 为 项 点 的 矩形 区 域 at 
下 | G(s)ds = E +3 + hh), (2) 


其 中 五 为 解析 开拓 之 后 的 G(s 人 的 残 数 之 
和 , 几 , 1 和 分别 为 G(s) 沿 直 线段 DC、CB 和 BA 的 积分 ,这 里 
DC 表示 由 D 至 C 的 直线 段 , 以 此 类 推 (解析 开拓 后 的 G(s) 仍 记 
为 “G(s)”)。 因 此 ,如 果 我 们 能 将 F(s) 解析 开拓 ,成 为 |s | Res > 
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oc - e| 中 的 亚 纯 函数 ,并 知道 F(s) 在 区 域 A 中 的 极点 , 以 及 
F(s) 在 |Im(s)| =T,c 三 Res 三 和 |Ims| 三 7T,Res = cc 时 的 
估计 ， 就 可 以 求 得 0， 的 渐 近 公式 或 估 阶 。 


在 实际 问题 中 ,我们 常 需要 估计 | > kz4 


CC2) 

引 理 2.3.1 设 7>3,c = 村 cbycl6 为 定理 1.5.8 中 的 党 
数 , 则 

(| < 7,B>1- 2772)'7* 1 时 

= 一 二 O((logT)’)。 

= 和 

ioe (C742)'* 1 时 
二 到 = O(log 7)。 


证 明 ;( 让 由 定理 1,5.8 当 z = 8 让 ,1#| 志 于 且 


2c 
l-ps log(T + 2) 
了 时 ,go 关 06o 设 


I RT? 
则 当 z = B+it,zzlc<Psl+i -及 上 | < T 时 ,由 定理 


1.5.14 的 (v) 可 得 
(2) L > | + O(log T); 


CO) 1 
其 中 求 和 通过 5(s) 所 有 满足 | 7, - 1| < 1 的 非 平凡 零点 o。= 


有 二 访 ,g 内 于 六 和 六 滨 jo 7 + 2) + pbB, ,我 们 有 
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I 二 

zZ 一 0 | 
ee 


1<22, ee Tr <1ogl: i DE og 4 


| -1| <1 


O( Bs)= Odog(T + 2)). 


所 以 
1 
(ii) 分 两 种 情况 。 


(a) sx | &| > 1。 令 
[ey = 1 - 一 一 一 一 
全 og(T 2) 


er 
EE " log(T + 2) 


Se 3e 
a ot Th 2 


由 和 定理 1.5.8, 当 |t| < TI 且 


2c 
加 一 Te 
时 ， (4 站) 站 以 ， el | se 1 国定 ,和 且 ga 半生 妆 i 


© (+ it) Bvt A 
时 ,作为 z 4 的 图 数 (w+ 是 连续 的 。 令 


H(v) = EC(v+ it)e-o 8(v) = 上 (w+ i 


人 


其 中 0o,<v=< 。 ,积分 是 沿 从 0 至 。 的 直线 眉 取 的 .8() 在 [6 
wii] 上 可 于 ,上 用 


a SS 和 二 这) 
”人 
由 此 可 知 , 对 于 v 6E [oz,clj]， 


H'(v)= CL(vt+ i em _ 人 en 6'(v) = 0。 
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因此 ,HH(v) 在 v€ [oo0,o1] 上 为 常数 ,于 是 


ev en = Ploy + eS BC( + RR) 


1 | | | 
| Te : 人 
我 们 有 
Fe = 让 
因此 ,由 定理 1.3.6 的 (ii) 可 知 
本 = O(log 7)。 (5) 
当 wE€ [oo0,ol1] 时 ,由 定理 1.5.14 的 (v) 可 得 
1 | 
SC ) 加 卫生 ae 十 这 i + O(log(| 1| +2)]du 
| 9 1 
= ols) + o( ol 3 9 
由 于 
wu-bn=00- Pb 一 1 -TT 让 
2c C 
六 log( :i log(T 车 儿 ) 
2 log( TD + 2)° 
并 且 可 与 (3) 式 类 似 地 得 
| =- 1 <log(|i| 2) 有 log( Ty 4 2), 
所 以 由 (6) 式 可 得 
6(v) = 0(1)。 (7) 


由 (4)、(5) 及 (7) ,可 得 所 需 的 估计 。 
(b)|1ti| < 1。 由 引 理 1.5.9 可 知 , 当 s = c+tzr,|r| 三 VS 时 ， 
Cl(s) # 0o 令 
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ss 三 g++ 六 六 1,0x60<1,|7 Es 


1 
ES 


Ls 人 
若 z 属于 有 界 闭 集 D = {sls=o+ir,0<o<l1,|lr| 三 21, 且 


zo 关 1, 则 由 于 5c(s) 在 D 中 连续 日 不 为 零 , 容 易 知 道 C(s) 在 z0 
处 连续 , 奇 zo = 1, 则 由 于 (应 用 定理 1.3.5 的 (ii)) 


可 知 G(s) 在 0 处 也 连续 ,于 是 , G(s) 在 有 界 闭 集 D 上 连续 ,因此 
我 们 有 
G(s) = Ol1)s 

特别 地 ， 由 此 可 知 0 i 

综合 (a)、(b) ,可知 (ii) 成 立 o 引 理 2.3.1 证 毕 。 

用 初等 的 方法 和 上 述 解析 的 方法 ,我 们 可 证 明 : 

引 理 2.3,2 设 ws lx = 3%0 =- 0 

ceaky 站 三 | ES 


6 并 直人 二 的 风 寺 间 站 (风光 击 纲 下 相同 )。 我 们 有 
1 nu(n)n'logn =-— i 4 OT YT 


ne<x 


(nyr)=1 


其 中 k(n) 为 Mobius 函数 , 即 (1) = 1, 当 n= 2 i 
为 互 不 相同 素数 时 y(n) = (- 1)" ,否则 y(n) = 0。 
(ii) 设 。 为 任意 的 正 的 常数 , 则 
a 
其 中 r(r) 为 通常 的 除数 函数 。 
(iii) 设 二 1, 上 为 常数 , 则 


Dr,(n))* 二 Ol(w ry 
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其 中 


本 ie -pp tp t= 
(iv) > a = Olrlr)e VV Wh)s 


(n 0 1 


(9 © Kmen = -tO rp) + Oe es), 


(n,r)=1 
CY Jl : 
(Wi) 放 全 = (es 
这 里 (Cn) = 本 


(vi p(n) = 0O(xe-VY %%), 


(Wi 2 en 


Bn = logx+at+ Dr te 
其 中 为 任 给 充分 小 正 数 ， 而 
3 
md be 
wb 3 , A 
r(2) "0 


这 里 求 和 通过 5(s) 所 有 非 平凡 零点 。 
() 3 lan)| -slo 入 
+ O(wx Sr (r)(log wi1) )o 
(x) 设 yy = maxkyiyy2) 71 > ly > 1,x > 7; 则 
DD lm) | log) (0g) 


》2 
(nr)=1 
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Ce 2 -1] - Ee ] 人 | 1 
Es ( (og a a 


2 
J 1 芭 1 Ep, 本 
+ 六 "8 yiy, 
和 0 人 sre(r)log slog (log zi)3 
dd 2 


(xi) 2 CAL YY = %log% 一 % 二 OC Pes ), 


Qi) 刀 元 = logx+Y+ 全 一 
其 中 7 为 一 个 常数 (通常 称 为 Euler 常数 )。 
(xiii) 设 r 及 s 为 正 数 ,r > 1,s > 1, 则 
站 7 民 蕊 (wm) (i ls 
其 中 记号 < 所 疆 含 的 常数 与 7 收 # 有 关 s 
(xiy) 设 rr 二 1,s = 0, 则 
>, (ri(n))r(log2m)-: < x(log x1)-’o 


(Cr 设 r 1;0 < 过 1;58 名 由 则 
Br 0 人 el 


—Q n ] A 
Dn ))" (log 2 i a 


, | KK(n)| he 区 到 TT logp 
to) Bes cD (Ie a (1 %X 十 ll > 十 a 
十 O(x- ?rr,(r)(log Ww 


其 中 


3 
1 a , 2logr+ > 


4， 
sp 


求 和 通过 5(s) 所 有 的 非 平 凡 零点 ,4 为 推论 1.4.9 中 的 常数。 
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证 明 : 显 然 ,我 们 可 设 x > 3, 因 为 否则 所 有 结果 都 平凡 地 成 
并 ,并 全 ,我 们 无 妨 假设 x = [x] + ,因为 否则 我 们 将 以 [x] + 
二 代替 去 研究 每 个 求 和 ,而 所 带 来 的 误差 对 所 需 得 到 的 最 后 的 
a 是 允许 的 ,我 们 总 采用 本 节 开头 的 阐述 中 所 用 的 一 


记号 。 
( 订 当 mnr) =1 时 , 令 m = za) log 元 , 香 则 令 


六 去 0s 令 
业 三 aT = exp(V log x%),/(x) = x- log xo 
则 相应 于 (1), 当 Res = 时 ,我 们 有 (用 到 3 引 理 1.3.1)， 
AS L(n)log n wl HL(n 
Fl(s) 二 人 / ls 人 Ze 攻 卫 、 
1 nL 元 之 ni 5 


站 一 


(mr)=1 (mr)=1 


CT 二 本 bE 
Catl oy 上 p 


a a et (8) 


a } 


2 元 1. 


4 


n<x 信 三 :这 
十 0( 到 (log | (9) 
T : 
由 引 理 2.3. 1 我们 有 
Se = 
x n n=1 几 
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+ = ga。 (10) 


从 加 & CY . 生 * 米 a | g 
oo = -ocx + 29" 为 引 理 2.3.1 中 的 常数 。 由 定理 1.3.5 且 
(ii) 及 定理 1.5.8 可 知 ,函数 


G(s) = EF(s) 


在 以 点 4 = 0 和 下 = bi 为 喘 
点 的 矩形 中 的 仅 以 s = 0 为 1 阶 极点 , 且 相 应 的 残 数 为 


lim(s + G(s)) = fi oe Tl a 


a 二 本 p 
re bE) 
a 和 
a Ea = 
因此 ,相应 于 (2) ,我 们 有 
] b+iT 
| Gls)ds =- ee ph (C11Y 


其 中 ,也 ,了 ,3 分 别 为 G(s) 沿 着 三 条 a CB 与 B4 所 作 的 
区 R= i [lns| nc 区 
且 % 充分 大 时 ,由 引 理 2.3.1 以 及 


Hn) |< (a 


本 
| ex ELE, 


A ] 
中 ET = 2 ri 2 en 
二 


p|r 
根据 (8) 
Fis) = O((lg a 7 + O(log zy (vkr))) 


= (rtr) (lo wy) ) 
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所 以 


nn, = 0( (ra(r)) (og «) 


b= 0) =- O((rlr))e2 me), 


1» 二 o(| EF 1 le (ry (log x)?di | 
Otitr Pe 


因此 ,由 (9)、(10) 以 及 (11) ,可 得 (i)。 
(ii) 分 三 个 步骤 。 


(a) 由 于 当 p > 7 时 ， 天 届 
Er 人 rt 


p|， 


(b) 当 x 二 1 时 , 令 
= log(] + %),g(%) = 7 — — log(l + %)s 
由 于 
g' (x) = 一 一 一 -< 0， 


(1+x)2 1+% 


所 以 g(x) 为 单调 下 降 的 ,g(x) < g(1) = 广 - log 2 < 0。 由 于 


六 ) = (Tlogl + 4)) = -8(u) < 0， 


所 以 f(x) 为 单调 下 降 的 , f(x) < f(1) = log 2。 因 此 
(1 


(ec) 无 妨 设 es < 这 这 设 + 的 标准 素 因 子 分 解 式 为 
pp 多 …pk ,其 中 pi < pz < … < ps;pP1,…, pk 均 为 素数 。 则 


{a We 赂 * 二 十 和 
一 全- EX 一 én 2 
lxsi<sk 忆 Il<i<k pi" 


这 里 * 表示 1 + xi; > po 但 车 pi; 满足 这 个 不 等 式 , 则 由 (i) 可知 
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= ‘i 下 We) 2 De 


因此 在 乘积 [|| ”中 ,至 多 有 < 2 “项 ,因此 ,由 于 


l<si<k 


Di > 2 = esiog > 1 + exilog 2 > (1 + %;)elog 2, 
我 们 得 
a 二 (elog 区 ,E] 二 De 


(ii) 证 毕 


1 Me 加 
ps ,f(x) = 


x ,e 为 任 一 给 定 正 数 。 当 Res = 5 时 ,由 于 ts(n) 为 积 性 函数 ,由 
(ii) 及 引 理 1.3.1 可 得 


Pp) DE Cle) 人 


为 安 浅 p 


(D0 令 w= {rln)D ,b=s14+ 


ara- i 
wr arp 0 
5(s ) 天 ( 


这 里 K(s) 当 Res > 1+ a = 当时 是 绝对 收敛 的 ,因此 ,应 用 (ii)， 
相应 于 (1) 我 们 有 
b+i7 


20n = = 7 | Fl(s) 全 ds + OX( wre) 
NU har S 


0( 吉 2 1mwln- 引 。 CD 
由 定理 1.3.6 的 (ii) ,我 们 看 到 


> oln-: = Sr = Lt(b)K(b) < (2b) 


= O(log x)。 13 
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今 o = 闻 + ez 函数 G(s ) = F(s ) 所 在 以 A = b+iT,B=o+ 
i C= 06=2 和 有 D= $$- 六 为 顶点 的 矩形 区 域 中 仅 以 。- 以 
极点 , 残 数 为 


lim( Cs - 1D) ERF(s)) = «+ K(1). 


因此 ,与 (2) 和 (11) 类 似 地 有 
er G(s)ds = K(1)x + 3 (14) 


271 
其 中 刀 ,三 与 万 分 别 为 C(s) 沿 着 直线 段 DC, CB 与 B4 所 做 的 积 
分 。 当 s = B+ 六 ,5S/6 二 Bl1,|l#s| = 7T, 或 B=5/6,1t| < T 了 时， 
由 定理 1.3.6 的 (ii) 可 知 
ets) = OC((|z| oy 3 Joa 人 


上 到 过 :区 过 = ,|t| = 了 时 ,5(s) = 0(log 7)。 因 
此 


l-o 
入 小 二 0 去 i log 7 ws i 


FT 
, o+l 
| Ci #2) og 4 + 2))di) 
= O(xT 3 log oy = Olney 


南 (127 813 及 (1 区) 可 得 (二 ) 
(iv) 可 与 (iD) 类似 地 证 明 。 这 里 从 略 。 


(v) 由 十 
a ER vA(d) 
(k(n))- =n Ws 7) = = sa 
应 用 (i) 及 (iii) 我 们 得 
、 NM(n)logn a 
0 二 Og nn 
一 和 > pn) E 


(n,r)=1 (n jp 1 


$ 2.3 ” 寿 干 数论 地 数 的 求 和 i 


* | 1 m 
~ 和 | (log( ma))] 


ol dk(d) es 
|u(d)| (m) - (m) 
bp 人 区 og d 次 er 十 log m 
de<x dk(d) me<x/d m m=<x/d m 
(4 站 =1 (m,nm)=1 (mrd)=1 


ES | (dq) rd 2 -以 而 区 而 
eg | ed + O((ta(rd)) log(2d)e ) 


(dr)=1] 
| lp(d)| 
d 


~ P(N)\ 和 kld)y(d) . 
x(d) 2 一 从 分 
:oD log QA) VS] (0 六 
(d,r)=1 
(15) 
因为 
d 3 
4(d)| |u(d)| 0( Da) 


一 二 
es ld)jog(d) a bld) wold) As 


(d,r)=1 人 人权 5 二 大 三 记 


[1 人 O(x-!) 


phr 


:ol - 出 + oz 


日 通过 将 求 和 范围 分 拆 成 a < Vx 与 4 > Vx ,可 得 (注意 到 (ii)) 


> Ad) 2 , -6V log(3x/d) 
2 7 asd) (rad))e 


(d,r)=1 


ol| 本 | | log (2d) (ra(q)) a es 4 


dl @ = (HR) 
| 
+ oe joi a (uO) 


Ol eBY log(3% “人 ) 
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由 (15) 可 知 (v) 得 证 。 
(vi) 应 用 (iv) ,可 与 (v) 类 似 地 证 明 。 这 里 从 略 。 
(vii) 可 与 (i) 及 (iv) 类 似 地 证 明 。 这 里 从 略 。 
(viii) 当 Res > 0 时 ,由 引 理 1.3.1 可 得 


| 本 K 视 | 二 
ES 2 p(n)n H(i | 


本 DT | 


EE pp 2 1) 
Cl(ls 1) RUS)s 


这 里 K(s) 当 Res > - 7 时 是 绝对 收敛 的 ,上 且 K(0) = 1o 设 0 < 


e 

由 (ii) ,我 们 知道 

vo(n) =n|| di pn [Le ne et 
因此 ,由 (1) 及 (2) 可 得 


et 二 源 韶 On re) | 二 a b) K(b)) 


] 
kt 4 (16) 


其 中 忆 为 函数 G(s) = 二 F(s) 在 s = 0 处 的 残 数 ,11, 1 及 1 分 
别 为 G(s ) 沿 直线 段 DC, CB 与 B4 所 作 的 积分 ,点 4,B,C,D 由 so， 
b 及 T 定义 如 前 。s = 0 为 G(s) 的 2 阶 零点 。 由 定理 1.3.5 的 (ii) 
及 推论 1.4.9, 可 得 

E = lim( s* G(s)) = lim(s « CE(1 + s)K(s)), 


ee 下 wl s) K'(s) 5 
lim| (los x + Fp) | 二 (3) set 4 3K(s) 
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= (in( og + 1 + tS + ROY) ) inks + Ko 


= (logx +a)K(0) = logx +a; L 
本 
下 于 (二 | 1 
其 下 局 3 >log r+ >) a , 求 和 通过 5(s) 
- i 
所 有 非 平凡 短 点 。 由 定理 1.3.6 的 (ii) 可 得 估计 
E(l1+ Os = OCL + Bb = O(log %), (18) 
n= | tl 4 2gk] sl + Wa 


= O(a lB T= GU) 


0 b 
ds = ol 二 (| a op Tdy + | wrlogrdu) 


O(log 7) = Om 
因此 ,由 (16) ~ (18) 可 得 所 需 结 果 。 
(ix) 由 于 当 Res > 1 时 ,由 引 理 1.3.1 可 得 
a 
En 


1 i 
en a (log pe 1 


则 由 (1),(2), 及 E(5) = 0(log x), 可 得 


2 [n(ny] 及 4 ol wl ] eit + B+ 1) (19) 


(n,r)=1 


其 中 万 为 函数 G(s) = 各 FP(s) 在 s = 1 处 的 残 数 ， 
_ 
E = lim((s -1) 2 —xsF(s jj = TO (20) 


本 


而 厂 , 卫 与 为 G(s) 沿 直 线段 DC, CB 与 B4 所 取 的 积分 ,点 4， 
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B,C 与 D 由 oc,T 及 b 定义 同 前 。 设 x 大 于 一 个 绝对 常数 ,由 定理 
1.3.6 的 (ii) 及 引 理 2.3.1 的 (ii) 可 得 
3 3d 
I = A 2) 2 “(log%) ;| 
= = O(x’ (log x) rt,(r)), (21) 
b 1 本 
oe oO( Qo x)- ralr )(| du + | wr 3 du) 

一 O(x3 (log x) rt, (r)); (22) 
其 在 用 到 : 当 Res > + - 过 ts(Tr)o 由 (19) ~ 
(22) ,可 得 (ix 

(x) 由 引 理 1.1.3 及 (ix) 得 


5 pr)llog Llogs = -| ( D> ln)l) liog( 二- 


YY 玉生 和 网 yY<n<u i192 
fh r)=1 (Ris 


,( 5 lee)1) Lo 


0 2 
(n,r)=1 


--]( 范 ( 午 肖 + O(w Yr, (r)(log i Llog( -2 


1 
Jau 
YIy2 


+ [1 + 3)) s+ O(a(r)log #)) Tlog -5 
Se x5 ll (I 4 六 ) (2xlog ee 

— (log(y1y2))(% — 7)) 

zol | 1 区 | :log 关 log 这 + 

+ O(x’5(log xz)alog| 一 一 人 ) 

.ri(r)) + O(x35(log xz)log y log y, Te)) 
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一 isl ld + 二 )"[ (log 产 一 1 ( log 过 = 过 4 可 
,ev nils- 


2 
3/5 | se 
十 0| > (log x) cr)| Og es + log Og 


| 》2 
因为 
和 2 ; 
| Eee log 宕 。] 烷 < log 至 + 二 (log 兰 + 
9 Sy 9 
之 lo 2 * log 2 
By 8 yy, 


(x) 得 证 。 
(xi) 对 任意 实数 w,v = 3, 由 定理 1.6.1 的 (这 ) ,我 们 有 


> log ,了 一 eh + | > log p) 


p<u na<u og 
m=2 
= u+ O(uexp(— A1V log u))+ 0( py JaB 3 pe 1) 
p<u” 二 
人 


u + O(uexp(— AI1V log u)), 
其 中 X41 > 0,41 为 一 个 绝对 常数 ,因此 ,由 引 理 1.1.3 可 得 
> MAN) = > (log pY #0( -3 (log 六 


n<x p<x log x 
四 psx m<< 


= >,，(log p)2+ O(x2(log x)) 


3<p<x 
= -| (也 log 门 一 du 十 本 log p) log x + 
3<p<u 3<p<' 


十 O(x (log x )2) 


= xlogx -x+ O(xe- 2 


其 中 已 用 到 
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x Vx 
| a log 二 
3 


i S| = O(Wx) + O(xe’2 -241V log * ) 
= O(xe- 34 log x ) 
(xii) 在 推论 1.1.4 中 取 a = 1,b = x,f(n) = 一 ,可 得 


2 = 3 + du -| yl udu yz) 一 


= log x + -| yuadu 二 0 一 | 
其 中 y(u) = w-luj- 方 o 令 7 = 3 -| yl udu, 则 Gii) 得 
nn 


(xiii) 令 本 = BE, = = x，2-',0 i 1, 我 们 有 
og 
Doni(edny (ee aD yg) 


0<iel % 1Sne% 


4 A DD 2 atny) 


0=<i=<I Vn 


二 站 
其 中 已 用 到 (iii)。 


(xiv) 由 (证 ) ,我 们 有 
六 多 (全 (丽人 7 . (log 28)- 


ne<x 


= 3 (TT (mi) (lo Zn 


n Vx 


十 人 (wl or2Zm)™ 


Vx<n<x 


二 


nx 
< Ww(log w) so 


log x a 
(xv) 令 T= loo RI 


六 (ms (元 ) ) (ie | 二 ns( (n))" (log 竺 ) 


0 二 上 过 7 1Sne% 
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we Dr Nm 


0O=i=! X17ne 


DT, 


0< zi<7 


其 中 ww = ww “25 当 0<ax<1 时 ,由 于 级 数 
三 Ll- 


1 三 0 


收敛 ,可 得 所 需 估计 。 当 a = 1 时 ,由 于 s > 0, 所 以 


n+l 1+2 
> ns = | wd = 上 rich = + 2 < (og wt 


lsn<I+l ls<n<lI+tt 7 


因此 所 需 估计 也 成 立 。 
(xvi) 当 Res > 0 时 ,由 引 理 1.3.1 我 们 有 
Fls) = en) - la+ rh 


n= 


(n 


各 4 
= ETT Har+ i 


今 


] 


”log 刘 ”3 本 全 


人 2 ~ 4(log Hor Tf 人 
其 中 c 为 引 理 2.3.1 中 的 常数。 则 由 (1)、(2) 及 51+ 20) = 
O(log x), 可 得 


| = E+ 2 0 a 民 23 


nN 过 XX 


Si 
其 中 五 为 函数 
二 
G(s) = wt i D0 和 a . 
在 s = 0 处 的 残 数 ,了 ,1 和 1 分别 为 ) 沿 直 线段 DC、CB 和 BA 
所 取 的 积分 ,点 A4,B,C 与 D 由 o,T 与 6b 定义 同上 。 设 xx 充分 大 ， 
则 由 定理 1.3.6 的 (ii) 及 定理 2.3.1 的 (ii) ,我 们 有 
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R 
| tll + wh tin rnd) 
= OM op we (ti) s O(W log wr (riy, (24) 


1,, 13 = 0 去 (| (leg ws da + | (og xz)adujrs(r)] 


= 0( 去 (log #)2ra(7)) = 0(x-25(log #)?ra(7)); (25) 
| DL Ope | ra 
0 为 G(s) 的 2 阶 极 点 ,所 以 由 定理 1.3.5 的 (ii) 与 推论 1.4.9, 可 


4 
得 


2 ] 
log x+ 一 


WE 罗 人 
ia| s "2 8) Lar 


5 1+3S) cea 3 logg |] 
* e140 Wy 


et 二 | SS 
“I Le 


主 a , (26) 


其 中 


1 
py 
其 中 4 为 推论 1.4.9 中 的 常数 ,对 p, 求 和 中 ov 通过 5(s) 的 所 有 
的 非 平凡 零点 由 (23) ~ (26) 式 可 见 , (xvi) 得 证 , 引 理 2.3.2 证 
E 

应 指出 的 是 ,在 本 章 的 应 用 中 ,我 们 可 把 引 理 2.3.2 中 出 现 


的 e-27 3% 都 换 成 (log(3x))-4( 这 里 4 为 常数 ,4 = 3), 因 为 后 
者 就 已 够 用 了 。 另 外 ,为 了 书写 方便 ,我 们 还 可 把 含 xy5(log 3x) 
的 余 项 换 成 含 x1+" 的 余 项 ,这 样 也 够 用 了 。 引 理 2.3.2 中 若干 余 
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项 都 还 能 改进 ,但 我 们 并 不 需要 。 


根据 积 性 函数 的 定义 ,可 以 证 明 : 
引 理 2.3.3 (i 设 n 为 正 整 数 ,f(n) 为 积 性 函数 , 则 
区 有人 区 二 珊 商 二 


d|n 


“人 
p ln 
这 里 dr 为 正 整 数 ,p 为 素数 ,p' | n 表示 pp" ln 但 p+ 中 ne 
(ii) 对 于 正 整 数 n， 
0) 二 No | 
(iii) 对 于 正 整 数 n， 


Dua) = | 人 
d|n 0， nS le 

证 明 :(i) 设 n 的 标准 系 因 子 分 解 式 为 n = phi…pi, 这 里 pj， 
…,pi 为 不 同 的 素数 ,ri ,… ,7 为 正 整数 , 则 d 取 遍 所 有 不 同 的 
正 整 数 因 子 .> 上 且 仅 当 a 形 如 


d = pli*"*pr, 
且 每 个 整数 x; 取 过 整数 0,1,…,r;。 所 以 ,由 于 ff(d) 是 积 性 函数 ， 
可 得 
4/(d) i 2 本 于 f\pli** pr) 


2 ; ST 


2 * 2 fph):%f( ps) 


0sx] <r 0sx < 


S IT 5 (2). 


(ii) 因为 
Bl) = ,oP = =p a 1, 
由 (i) 可 得 (ii)。 
(iii) 由 于 gpg(1) = lp(p) =- 1gn(p) = 0(w > 2), 由 (a) 
可 得 (c)。 证 毕 。 


180 第 二 章 ” 大 秘法 与 工 函数 的 零点 密度 估计 

本 节 的 主要 目的 为 证 明 下 面 的 结 采 : 

定理 2.3.4 设 z=3， 

1(d) EE 区 六 
1 = Og Z 
0， 7 全 » 
则 当 V = 1 时 
三 N 
( P82) = tee lo8( min( N, 2)) + Ol] OL 


1<n<N d|n 
证 明 :分 两 种 情况 
(a) 当 N = z? 时 ,我 们 有 
(= 2 ba ba 六 


1<n<N a|n di <Nd,<N [di,d,]|n 
n<N 
| 
AN d, [@1 ,dy 
了 有 
Tn 
di <zd,<z did; 
log d\ \” 
+o((Bl -Ed))). 0 


由 引 理 2.3.3 的 (ii) 可 知 
(di, d2) 二 > 9p(m), 


m| (dd,) 
所 以 
a 62. 54 
1 “3 NN Wh 
包 之 did di» dz) 之 8 (mm) 了 dd 
ee 
1 Elm J 
m<z (Zi |) 
I (m) | P(m) 
Sy IK(m | 3 x 
M2 ke<z/m 
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(log 三 — log k)) 有 pT 


由 引 理 2.3.2 的 ( 和 (iv) ,得 到 


D0 (ez -ed) = ath + oO( (lm) (ms). 


k<z/m 
(k,m)= 1 


所 以 ,再 由 引 理 2.3.2 的 (viii) 和 (xiii) 可 得 
Er 
(log z)“ PD 9 (a, 汪汪 


d <z dz 


| + ste ) 
+ O((ra(m))’ (1og 2) ) 
= Dy + 0( Dm'(ralm) (log 2) ) 
ol SA Fe Cm))* (log 2) ) = log z+ O(1)。 (28) 
由 推论 1. 1.4 我 们 有 
Did) [sil Dd) 


d=<z log Z l<d=<z 


po log 可 yu) du - Jy(z): log | 


全 
下 | 过 六 示 二 一 Es 0(1) = a 区 0(1)。 (29) 


由 (27)、(28) 及 (29), 可 知 当 z* < N 时 定理 ee 
(b) 设 > NN = 1。 符 自然 数 n 的 标准 素 因 子 分 解 式 为 mn = 
pp Xi 三 1,p1…，p, 为 不 同 的 素数 , 则 由 A(d) 的 定义 可 得 


de 一 pb 二 > nlogp - = I6g 填 ， 


ol | 


人 2.3.3 的 5) 可 得 
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Dogg 和 = 2h) = 2 A(m) 2 pld) = A(m)， 


m| 号 m|n 攻 | 村 


于 是 , 当 记 六 ee 


>,w(d)log d=- 人 (P)。 (30) 
d|n 
我 们 有 
(os oD (De) = Dl Ds) 
= (log z) + 和 2 Pom o C3L) 


由 NW < z, 则 由 (30) 及 引 理 2.3.2 的 (xD 可 得 
六 (worm 下 - [ATHY 


2<n<N 


A 


= Nlog N + O(N)。 (2) 
由 (31) 与 (32) ,可知 N < z 时 定理 成 立 。 设 > N > z, 则 由 (30) 
可 得 
| 多 2 
5) (Dpcad)og 4) = 5 (Dna)og -al 


2<n <N d|n 2=<n<N d|n 
dz d>z 


2 
31 (an) Dota less) 


2 过 元 过 让 d|n 


d>z 


-= S] 一 25, 十 Sas (33) 


Se CMA 


2<n<N 


> A(n) we(d)iog( 三) ， 


2<nsN d | n 


化 > Z 


8$2.3 ”和 蔡 干 数论 函数 的 求 和 183 


5 = (Zone( 下 ) 


2<sn<N 
A 


我 们 有 
Sy = > log pl De aloe 站 | 


z<p<N 
ls 


oO( Sop D(a)ed) 2) 1)] 


p<VN 


3 
和 


= log p(log p - log z) + O(N'”(log N)’) 


z<p<N 


二 (A({n))” - (log z) 肖 ， 通 《站 】 


sae rp 
所 以 由 定理 1.6.1 的 (让 ) 和 引 理 2.3.2 的 (xi) 可 得 
$1 -252 =— 2 (Am) +22 An)) 
- log 本 + O(N(log N) 
= Nlogl 5 + DCN (34) 
当 为 满足 2 < n < WN 的 正 整数 时 ,显然 成 立 着 
(oil 人 人 )1og( | (35) 


gqg>2 


于 是 ,对 于 5;, 我 们 得 
ls 人 


2<n<N 


号 


I 


da 下 过 
FA 4 


拉 di 与 d 的 最 大 公 因子 (di, dy) 对 这 个 多 重 求 和 加 以 处 理 。 设 
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(di,d2) = wy 则 w < 字 。 当 ww 取 定时 , 设 di = eiu, ds = exu,(e1 
e2) = 1320 = dim! = dzm2, 则 由 el7101 = e27122 ,可 得 全 | Wi 
ez| mio 设 m]| = esf ,m2 二 elf, 则 
过 二 ML] 二 ez, 也 二 1712 二 elfo 
因此 ,在 (eie2,f) = 1 时 ， 
oz 如 jw 于) = wed re) pp). 


所 以 我 们 得 到 
53 = Sule) 六 Lu(e2) x 
w< 二 < 过 or 
她“ 浊 _2 
a 7) log( 2)1og( 3)， (36) 
(1 
其 中 Ni = 一 一,N =- zmax| 地 ,如 -由 引 理 2.3.2 的 (x) 得 
LE1C2 CE7 
2 pf) Nlog Slog YL 
N =f>N, 
(feie)=1 


也 i 中 (leg 天 1)+ 1] 


08 - 
N. N3 
rR (ol ?+ 0(orere(mlog log 全) 
1 2 


0 
其 中 k(r) = P| | (Ct k 六 )。 所 以 ， 由 引 理 2.3.2 的 (xv)、(v) 与 


(vi) ,我 人 有 (其 中 a = - 3 ) 
5 po) DB lyf llog logY 


N,>f/>N 
Ea CA 1 

2 kb 1 ke 1 
(e,,el)=1 
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> pa nn el lle |) 
[lie = 1) + 1 

rel -对 
oA sv) (Dara) 


(0s 2 a (oe) ) 和 2 re og ) 
(eel)=1 
#2 osama)) > 本 
+ ED 之 wo) ) eee) | Ce ) -2 


6) < 


i 


of 人 (二 oa 


-这 相 -+ 0 (imo) ( lo we) ) 
+ pO) A i (ie mea) ) 
Coser J 
+ 0( Nu-!z A Iog( ls C3 


进一步 ,应 用 引 理 2.3.2 的 (iv)、(i)、(xiv)、(v)、(vii) 与 (xv), 当 
& < WNW/z 且 ii 国定 时 ,可 知 
BON 


| 
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中 也 车 人 (e))* (log 7) )= 0o(2 7 (1083 ) a 


Uz 


J ae oe( me 全 全] -3 


e2 el 
E2 61 


-页 ne 人 到 - 


全 < espy( el) 1 es) €2 
2) 2 k(el)k(e,) (es C1 | 04z) 


( 
EE。 
3 人 1 
“| AKCel) 
| 荆 go 
(ey,e1)=1 


| a k(e2) 
-5 oe) [一 


DE (wd (log 3es)™))+ 0O(z) 
pe +0(z 之 (re)JP(log3ea))-3 + O(y) 


; A e000 
oD Neereeter ew)) =- of 人 (入 


= WN 
因此 ,由 (36) 及 (37) 可 得 


本 吉 ND 一] + 2 1 (log 2) ) 


八 
§ bs 
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O(N) + O(N me)s (38) 
应 用 引 理 2.3.2 的 (xii) (xiii) ,并 注意 到 由 N < 有? 可知 
NI-az2a = N43 2 -23 O(N), 
从 (38) 可 得 


去 Nlog 二 + (CN), (39) 
由 (33)、(34) 及 (39) ,可知 当 xz? > NW > z 时 成 立 着 


-3 (Bua)og#) = Nlog 2 4 O(N)s (40) 


2<n<N d | 


n 
d=<z 


由 (31)、(32) 以 及 (40) ,可 知 定理 2.3.4 在 z2? > N 时 也 成 立 。 
证 毕 。 


练 避 
( 工 ) 给 出 引 理 2.3.2 的 (d) 及 (7) 的 证 明 。 


4 有。 Resse1 
I) 令 Fn -| Pp 
(下 人 fn) 0 否则 
证 明 f(n) 为 积 性 函数 。 由 此 , 应 用 定理 2.3.3 的 (i), 证 明 


|u(n)| = 2 
( 亚 ) 人 = log n( 见 本 节 (30) 式 的 推导 ) ,给 


出 $1.4 的 (33) 式 新 的 证 明 。 类 似 地 ,证明 若 Res > 1, 则 
1 
er 
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8 2.4 工 函 数 的 零点 密度 估计 


设 O23, 丰 二 3) 以太 576 二 如 关 1 对 于 下 整数 ,3 过 和 六 
0 ,以 及 模 gq 的 原 特 征 X ,我 们 用 N(a,7T,X) 表示 函数 L(s,X) 的 
满足 a < Rep =< 1 和 | Imp| 二 了 的 非 平 凡 零 点 6 的 个 数 ( 一 个 零 
点 是 几 阶 的 就 被 计数 几 次 )。 我 们 的 目的 是 佑 计量 
AlasTrQy = 2 Ze Mi,T,Xh, 


3<9gsQ Xmodg 
这 里 这 ”表示 对 模 4 的 所 有 原 特征 求 和 。 我 们 需要 两 个 引 理 。 

引 理 2.4.1 设 g 二 3,X 为 模 g 的 一 个 原 特征 ,so = 1 + ito， 
to 为 一 个 实数 ,d 为 一 个 正 数 ,d = 0(1)。 知 我 们 用 M(d, so,X) 
表示 函数 L(s,X) 的 满足 |s - so| < d 的 非 平凡 零点 的 个 数 (一 
个 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 几 次 ), 则 有 

M(d,so,X) = O(dlog(g(|ito| +2))) + 0(1)。 
证 明 : 由 推论 1.4.7, 对 于 si1 = so+d = 1+ d+ ito, 我 们 有 


Wome 1 | 
Re ee + oe | | 
-a » 


其 中 6 = 0 或 1 视 X(- 1) = 1 或 - 1 而 定 , 一 方面 ,大 记 z= 
Os Fs 乌 1, 则 有 


] 1 计生 = 
re :» 


nl (1 = Oi) 十 ( 刀 一 oy 
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d 
六 rl 
i 汪汪 二 
a a (Rd Ch 
用 es 
人 dtl) Pe 
2 。 M(d, eo, 
另 一 方面 ,由 推论 1.4.9 及 定理 1.1.5 的 (v) 可 得 
ed BY (Gnd _ 4(n) 
€ l+d 
Ry To a n=1 7 
人 
5 证 二 了) 
二 + 和 
2 
Re r+) < log( | to| 于 要 
2 


因此 ,由 (1) 可 得 
MC, gos Xj 1 dlog(g( | to| 2 


证 毕 。 
引 理 2.4.2 (i) 设 & 二 3,g 为 整数 ,g = 3,p 表示 系数 , 则 
2 = loglog £€ + 0(1)。 
Ew [| (la 0 < loglog (39)。 


p|g 
(iii) Uy jo) < loglog (3g)s 
证 明 :(i) 由 引 理 1.1.3 及 定理 1.6.1 的 (iv) 可 得 


1 wi J 区 
3 = | (x(u)) a 
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全 ol |) es | 


|[* _ du [| 二 号 
~ | ulog u a 2 ullog u)” Vl | 
= log log € + 0(1)。 


(ii) 令 有 = log (39), 我 们 有 
H(i | 2 op Del 门下 op( Dp) 


= expl log log k + O(1)+ 1 


上 k = log log (3q); 


其 中 用 到 (i) 以 及 21 < 


下 g2: 
(iii) 因为 
| = Te 
< (HL(- 寺 
写 :oI (+ 可 


由 (ii) 可 得 (iii)。 证 毕 。 
我 们 要 证 明 的 关于 工 函数 零点 密度 估计 的 结果 为 : 


定理 和 443 设 Vs3Te <d 1 对 于 下 整数 gq， 


gq 宇 3, 及 模 9 的 原 特征 X ,我 们 用 N(a,7T,X) 表示 函数 L(s,X) 
的 满足 


各 1 专人 
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的 非 平凡 零点 o 的 个 数 (其 中 同一 个 零点 是 几 阶 的 就 重复 计数 几 
次 ) , 则 
AtwT Oa 2 2 NosT YX) 


3<9<@ Xmodg 
< (TO)2-°) (log log (0O7))3， 
这 里 3 “ 表示 对 模 g 的 全 体 原 特 征 X 求 和 。 


Xmod 9 


证 明 : 令 工 = log (Q(T +2)), 并 记 


D= {sls=u+ib,a<ue<l 去 
到 


b 2T, 
Cr FL) 


"= 
D. = lsls = 4b wll<b 


这 里 ;为 整数 ,显然 ,存在 唯一 的 正 整数 Y,Y < 六 (LT + 2) ,使 得 
(2 
全 


Ty 有 DD 二 ps 
ba -Ag Irl<2Y+1 
21r 2 


则 D c Do U DY, 
省 
过 

其 中 NW (a,7T,X) 表示 L(s,X) 的 满足 o € DW 的 非 平凡 零点 

个 数 , 一 个 零点 是 几 阶 的 就 被 重复 计算 几 次 ,而 

下 的 人 POs= 2 2, NoMa, TX), Dl 


3<g<s0 Xmod g 


我 们 来 估计 NO(a,7T,0)。 由 定理 1.5.2, 存 在 绝对 常数 cx,0 < 
sy < 性 ;使得 当 1 -wwE! 暑 ,Aus Ty0) 之 15 设 QT 交 欠 
类 站 


1 
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对 给 定 的 正 整 数 g,3 < gqg < 0, 模 gq 的 原 特 征 X, 及 每 个 r， 
2|r,|r| < 2Y,D, 中 或 至 少 含 有 L(s,X) 的 一 个 零点 或 不 含有 
L(s,X) 的 零点 。 
令 (gq,X) = |rlr 为 整数 ,2|r,|r| 三 27,D 中 至 少 含 有 
= 
设 .A&(q,X) 中 共有 天 个 元 素 , = K(g,X), 并 将 KK 个 整数 
依 由 小 至 大 的 顺序 记 为 r(1),…,r(K)。 我 们 可 在 每 个 Dsy 中 
取 定 一 个 Ls 的 稚 太 == BCX)12e 并 记 py = 5 4 
ss 三 1+ 计 s 注意 到 , 当 s 二 Dn 时， 
EY 
因此 ,在 用 No,XY) 记 De 中 Z(s,X) 的 非 平凡 零点 个 数 ( 几 阶 
零点 就 被 重复 计数 几 次 ), 则 由 引 理 2.4.1, 我 们 有 
NO aT,X) < oO Ng,X) 二 KGL+(1-a)7) 
(1 二 下 
所 以 


ae TT Olle > SS Klay 


3<9<Q@ Xmodg 
= (1-a)L.J。 (3) 
下 面 我 们 估计 J。 令 e = 10…。 设 07 充 分 大 ,使 得 (07)* > 3。 在 定 


是 六 支 广 让 条 月 二 = 《07s 二 GPa yy - 
x(log x)” >z,f(n) = y(n)op(n),X(n) 为 模 g 的 任 一 原 特 征 ， 
3 远亲 过 @ ,以 及 

a(n) 二 和 


log z/d 


2 
log z 


Ag) 


0， + 


6&3 
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则 对 于 L(s,X) 的 任 一 满足 二 < a < Reo < 1 的 非 平凡 零点 p， 
我 们 有 
i > (Rs + OC 


2<n<y 


其 中 + 为 任 一 正 整数 ,由 。-'* = 1 + 0( 二) 可 得 
| 有 0 oc 


(riq)=1 
r=sR 


pe Dan)xCn)n-e"™ | 广 ， Da 小 (4) 


今 

= 1(g,X,s)|13 < g < 0Q,X 为 模 g 的 原 特 征 ,s = ov(X ) 
-Wl Kg Xi 
其 中 K(q,X) 及 p,(X) 的 定义 同上 。 设 N = [y*], 而 
人 se 


到 
二 
0， 有 


一 烛 ， Fn > {生生 | 。 
5 三; 沪 

由 和 定理 2.1.1 的 (ii) ,我 们 得 
和 >，a(7 下 ee 六， Le p(n 由 | 


Xs B 2<n<y <R 
kg， WE ne 


区 (2 $12b7!) x 
ij 


=( 2 ey 


(gqg,X,s)EB n=1 


迪 ， | Sb , An, yx (Cn)xX’ (mm 


(qs X53)EB (Ws 之 


由 于 当 n= pe — | 
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eZ/ fei 3 a (ex 人 oo )-! Es (1 加 了 
所 以 
二 本 和 


+ 这 tj Cag tal ye a 
2<n<y 
二 (6) 
2<n<y 


由 分 部 求 和 ( 引 理 1.1.3) 及 定理 2.3.4, 可 得 
:3 I Cm) | bh ( 人 少 ， a | 3 = Da 


国 (Bl 2 1) ye 
ee 
十 ol iss op Ls -~ a) dy 


(i 


] 
2-2a 2—-2a 
二 ol | O (7) 
(log z) 


由 (6)、(7), 以 及 
ye = -20 Ss 20] = a)log y > 2(1 — a)log 2z, 
可 得 


= 


2 | |25s a i 
我 们 有 
Sa Bl 


(Fng) =1 (ry )=1 


< (PF mn) bn (Cn) ns)° (9) 
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由 $2.2 的 (13) ,可 知 


本 = (a ~) 


(3) ee) 


因而 
SSP bn) (nn 
10 
a Jim 人 pls Aw) (wl) (10) 


A A A i 


n<Yy 


WT gd XX ds Rr (gq Xs EB (gy , Xss iE 
办 ;友人 Cr se O79) = 1, (FW) = 1, XnYX (RY) = 
Xi(n) 及 s+5 = s1,; 则 Xi(n) 是 模 [gqg,gqg' |] 的 特征 ,上 且 由 Res' >= 
0,Res 三 0, 可 知 Resi 二 0 ,我 们 有 
[天 (za =|F((r,n))| < 人 
并 有 是, 类似 地 可 庆 | (| 有 所 以 , 当 Rew = 2 时 ， 
PAC 1 


< 2 = O(Crry 一 )。 
因此 ,由 于 f(n)、f(n) 及 Xi(n) 都 是 积 性 函数 ,由 引 理 1.3.1 我 
们 得 
PAC I NN es w—1 


n<y 


PO Xn) a “4 Olm'y) 


. [11 (1 要 fp) Cp pt | 
于 DCT 一 yo (11) 
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由 于 g(r)glr) 源 0; 所 以 当 # 1 时 ,f(p') = fr(p)s fr tp) = 
fu(p)。 因 此 , 若 将 素数 p 分 成 (a)、(b)、(c) 三 类 , 这 里 (a)p|rr'， 
(bjpl(x,7),RK(e)p lr 但 p| (rr), 则 由 三 的 定义 可 知 (11) 右 
端的 无 穷 乘积 为 


Ws vty [| [Le 
ptm p| Cr,r) 1 — Xi(p)p 
MBIp * 
。 1 A 
有 Wi = | 
= a A (12) 


其 中 g = sli+1+w， 
was dy = || (sr20py = TRitp)p 


p| (rr) 
L(g,X2) = ] G+ (flp) -1DXI(P)P 4)。 


下 (rr) 
令 c = Re(si) = Re(s' +35) ,4=2- 天 ',B=2+ 天 ,CC=-]1/ 


_r+ 这 及 D =-1l2-c- 大 ,并 记 Xo 为 模 [g,9'] 的 主 特征 。 
由 残 数 定理 ,我 们 有 
1 pa TE WL Le Nd 


2T57J2_ 六 
= Bi (13) 

其 中 E(Xi,r,r,s' + 5,%) 在 Xi 闫 Xo 时 为 零 ,而 在 X1 = Xo 时 
则 为 函数 

Cw) = Tio) = L(g Xa, XL (Bs Xa) 
在 1 阶 极点 w 二 一 $5] 三 一 人 + 了 ) 处 的 残 数 ,了 ,了 与 分别 为 函 
数 G(w) 沿 复 w 平面 上 的 直线 段 4D 、DC 与 CB 的 积分 。 这 里 我 们 
已 注意 到 ,w = 0 为 函数 
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T(w)(x” - 1) 
的 可 去 奇 点 ,因此 , 若 si = 0,X1 = Xo,; 则 w = 0 仍 为 G(w) 的 1 
阶 极点 。 由 定理 1.2.2 的 (vi) 可 知 ,大 Xi = Xo,; 则 g = gq',X(n) = 
Xx'(n)。 因 此 ,在 Xi = XX = Xo 时 ， 
Glw) = T(w)(x” -1)L(g,Xo)Li(g, Xo) L(g, Xo) 
=T(o)tar -De(e)ll (pe) [| (= p's) 


p|4 p| lr,r)] 
pth(r,r) 


* [| (rtp -2 sy) (14) 


p| (rz) 
广 滞 ;Lo(1yX0) 有 的 但 当 [ror | se (7 让) 时 为 0, 当 [rr |] = (y, 
r") 时 为 1, 而 在 [r,rj = (rr), 则 必 r = r'。 由 (14) 及 定理 
1.3.5 的 (ii) 可 得 


Fi a “lo 二 人 


=X = ,= r,s 0, 


(log %) DD oy 


> 之 p 责 如 二 q’ aY 二 4 二 0， 
0， 否则 ; 
这 里 我 们 简 记 五 = E(X1,r,r ,s' + 35,%), 并 已 注意 到 
I[(1- +): PD 


到 qd 


pla 


以 及 


limT(w) (x -1) = limworP(w))， lim( | 


| = ]6g 和 6 
接 下 来 我 们 估计 (13) 右 端的 三 个 积分 。 为 估计 C(ow), 设 w = 8+ 
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| = 时， 
由 定理 1.1.5 的 (iv) 可 知 


play = Ole 3 
-Laltl sl 时 ,由 于 Oso Al- < 13; 护 
以 -5/6<B<-1/2,1/6 <1+B8<1/2, 因 此 由 定理 1.1.5 的 (ii) 


可 知 
T(w) 
1 | 六 时 ;由 定理 1,1.53 的 (i 可知 


不 册 
=- I) rap) el 


rtwy = Oe dul, 
当 -_1/2-go<B<2 时 ,由 g=1+w+51 可 知 1/2 < Re(g) = 
1+B+o3+o, 所 以 (注意 :jy(r)p(r) 关 0) 
[Et | rt 


p| (Cr,r) 
= | 2 = (r,r )32, 


p | (Fy 


ota | a I Crtp -Wp 


p| pet dl 


pCr,r’) 


二 


p | [r,7] 
pt(r,r) 
二 有 Re 二 和 oo 对 于 给 定 的 g 太 


gq' , 简 记 [gqg,g'] = m。 并 同上 , 设 Xo(n) 为 模 m 的 主 特征 。 当 Xi = 
XX 二 Xo 时 , 设 Xi1 是 由 模 vi 的 原 特 征 六 1 诱导 出 的 ,qi | m,gi 三 
3o 则 Xi(n) = Xo(n)X'i(n), 


rg,x)1I (I | 


| ps 


有 4 
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= 2-oaB<s2,|it| = KH, 由 g=14+w + sr,Res = 
Te ee pd 
以 由 定理 1.3.6 的 (i) 可 得 

L(gsXi) = Ol(GogKRY = lopgl a K)) 
= O((mK) log(mK)), 
L(g,X1) = O((mK) "log( mK) Fl(m)), 
这 里 我 们 简 记 F(m) = 由 (1+p-2)。 当 B =-12-c,Reg = 


plm 


172 时 , 知 |z| < 1, 则 Img = 0(7)， 
L(g Xi) = Ot((q T) og(gi T)), 
L(g,X1) = O((mT)' log(mT) . F(m)), 
而 在 1 < 1i| < K, 则 因 Img = 0(|i| + 7) ,我们 有 
L(gaX1) :=" O00 La) # THOMog(mm ts) 二 EY, 


LB KI) = OCmt|s| 4 T))™ log(mt( | zl FE TE 
综合 这 些 结论 , 当 -1/2-oc<B=<2,|i| = 天 时 ， 
Gl(w) = Ow or rr | ot nk) * Em 
当 
Gl(w) = O(w (mT) og mT) x 
Rm RE pvr de 
==12-ol <li| 志 玉 时 ， 
Gmw) = Olw "(ml li)| 3 Te | A at] + T)) x 
Emr 
于 是 ,我 们 得 
ii, = O(x’e-"I(mK)' hog(mK)F(m)[r,r ]2(r,r')), 
(16) 


1, = OW Er I mE mm) x 
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1 

(| Tlog(mT)dt + | To mopg( mT )di 
0 1 


K 
十 | log( mt )e-™ dt)) 


= 0O(x-l2-o[r rm]L2Cr nr)(m7T) log(mT) Fm))o (17) 
由 (10) ~ (13),(16) 及 (17) ,可知 


ff nb n) Xn) ne” 


二 1 
= 全 0 nd A 


(rr )(mT)' log(mT)F(m)) + O(Cr rx2y 一 )， (18 ) 
这 里 五 由 (15) 给 出 ,m = [g,g’],F(m) = a 4 六 着 且 


我 们 已 用 到 了 由 定理 1.1.5 可 得 的 估计 :对 充分 大 的 天 ， 


天 1 省 
| IT(2+ it)|dt 2 (2 + iw) la + | [Ds BY| ds 


es | 
+| TC2 + it)|di 


= 0(1)+ 0(| “2dn) = OQ{(1%s 
由 (9)、(15) 及 (18), 可 得 
Dod dn mK nn 
= 2 > LET px, r ,Fr ， Pe 


72 志 RR 
(vs = 


+ O(x-!2(mT) AF(m)log(mT)AI) + OU(R yw) 


= 3 玫 TD- 可 (wsX Xs + 3) 


+ O(x-! ?mT) FF(m)log(mT)R) + O(R*y-x’); 
其 中 用 到 
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-了 习作 - > >(rrm)-L2(rr)lI2 


r<zRr<R re<Rr<R 
we | mn-12) 二 R >》,d-32 < R, 
d<sR r<R/d d<sR 
而 
log x ， 


和 有 
人 
者 gqg= gq X= Xs+ 0, 
0， 否则 。 
因此 ,由 由 (p -1) = p(r) <rmm<02,P(m) 三 [2<=r(m) 


p | plm 


过 C4( 见 引 理 2.3.2 的 (站 )),(3), 以 及 引 理 2.3.2 的 (xii) ,我 们 
有 


| n, yX(n)x’ (mn 二 


(gq,X,s)EB 本 
* {Der YD [ELIE 

(gq,X,s)EB rs<R (gq,X,s)EB rs<R s 

Bo ES 2( OQ2+eT)4LR + Riy™ x?) 
i 


(g XisdEB 


这 Pa 7 六 相交) (19) 
其 中 > 表示 对 于 满足 (gq,X,s')EB 且 5+s 宕 0 的 s' 求 和 。 


= CS Bass ) € B,s 一 5 时 ， 
1 和 


地 
3 


因此 ,由 定理 1.1.5 的 (i) 及 (ii) ,我 们 总 有 估计 
| 


二 二) 区 Retl 一 人 宇 才 本) 过 于 


202 第 二 章 ” 大 得 法 与 荆 函 数 的 支点 密度 们 计 


=| 站 二 | 过 (20) 
而 且 , 当 |Im(5 + s')| 二 1 时 ,由 定理 1.1.5 的 (iv) 还 有 
Boe i ; (21) 


对 于 固定 的 (g,X,s) E B, 我 们 将 (19) 中 的 求 和 >, 拆 成 三 部 分 
yp 2)， 六 让, 分 虽 相 应 于 之 / 中 满足 Im(5 + s') =0,0 
之 lim(3 证 记 了 及 |1n(F 包 | > 3 生 的 部 和 外 os 尖 被 计数 
于 >》) ,中 , 则 由 8 的 构造 ,唯一 可 能 出 现 的 情况 是 s = s" = mv - 
a 对 某 个 v(1 < wv < K(g,X)) 成 立 , 并 且 此 时 Re(p, -a) 关 0( 奋 
则 + = 0 了 )。 由 于 这 时 了 + 8 为 实数 ,我 们 有 
一 | e Enda |log w < (5 4 5 )log %, 
因此 ,由 (20) 可 得 
Dw 0) 
| PE (22) 
进一步 将 ， 拆 成 两 部 分 习 ,， 及 已,,, 分 别 相应 于 ,中 
满足 Ims' > Ims 及 Ims' < Ims 的 部 分 。 当 s 被 计数 于 > ,> 且 
Ims' > Ims 时 ,存在 至 多 p 个 互 不 相交 的 形 如 (2) 的 小 区 域 D0)， 
“Drxajsp = 0(D), 使 得 s' 必 落 入 某 个 Dy 之 中 , 且 当 
s’ € Dj) ,Ims’ - Ims 六 1。 于 是 ,由 (20) 可 得 (用 到 引 理 
的 
Ns I 
| = 二 
a WR (23) 


| 章 本 到 | 


lsj<p 


同样 地 可 得 
Di we =|]P(= 5- 3)| < LlgLs (2) 
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和 在 8 被 计数 于 2 ， 中 , 则 |Im(s5 + s')| > 3L, 因 而 由 (21) 可 知 
Re (Or 


因为 当 (g,X,s')€ B 且 g 及 X 已 给 定时 ,s' 的 个 数 < K(g,X) = 
0( 元), 所 以 
a a 
onlT(-F- 的 | (OT = 0((Q7)), (25) 
由 (3) 《22) = (25) ,我 们 得 
有 


(a XEB ¥ 


由 (5)、(8)、(19) 及 (26) ,可 得 


| 站， D>) alad | > len 中 
(9q,X,s)EB 2<n<y Sh 
(Cr,9qg)=1 
< 二 J ylog 天 机 1 Re 民 2y-4x2) 
之 J 。 GE 天 证 和 (27) 


由 引 理 2.3.2 的 (xvi)、(ii) 及 引 理 2.4.2 的 (ii) ,可 知 当 v < 0 时 ， 
3 7 一 | 
| 4 人 | Ar)| 二 aj ll( 上 (log R+ 而 】 局 O(R-25+e) 


F 
eh 


log R i 
本 log log (30 ) log 了 
因此 ,由 (4) 及 (27) ,我 们 得 


2 I(r)| E 
一 一 1 
(log L)° <( > 全， ee )) 
< ， yl]og J 交 
所 以 


六 Etlog 考古- 本- J yn lo i 
TL (28) 
条 于 
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E 和 
(下 ET 7) 攻 (027)241 ) ， 


由 (3) 与 (28) 就 得 到 估计 
A (a,7,0) < (027)20-9(log L)?, 
类 似 地 ,我 们 可 得 到 


A(DCa, T, Oe (027T)20-°) (log L)?。 
因此 
da TO Wta, Ti + A Ty O00) 


二 (O02 T)21-°) (log men 
证 些 
注意 :迄今 为 止 无 论 采用 Turan、Gallagher、Jutila、Motohashi 或 
陈景润 的 方法 都 无 法 将 定理 2.4.3 中 的 loglog 型 因子 去 挥 (这 些 
人 的 工作 中 都 有 错 ,[16] 中 的 相关 的 处 理 也 如 此 ,因此 [14] 等 文 
中 关于 Glodbach 问题 例外 集 的 结果 是 证 不 出 的 )。 


练 习 


(了 工 ) 应 用 引 理 2.3.2 的 (xvi) 与 8$81.6 的 练习 ( 工 ) ,在 证 明定 
理 2.4.3 方 法 的 基础 上 ,证 明 若 将 4,,, 的 定义 换 成 (f(n) 的 定义 
不 变 ) 


1 
i [4(r)| 
a = (sy) 2 in 


(r,g)=1 
则 可 将 定理 2.4.3 中 的 (log log 0T) 改进 为 (log log O72。 


$ 2.5 函数 的 零点 密度 估计 


在 本 节 中 ,我 们 要 用 类 似 于 上 节 中 的 方法 ,导出 关于 & 函数 
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的 类 似 的 零点 密度 估计 。 设 T= 3,5/6 < a < 1, 用 N(a,7) 表 
示 《 天 数 的 满足 条 件 

a<Reo 和 1l,|Imno| <7 
的 零点 o 的 个 数 ,这 里 同样 的 零点 是 几 阶 就 被 重复 计数 几 次 。 在 
定理 2.2.2 中 取 g = 1,X(n)=1(n>1),f(n) = y(n)o(n), 
则 对 5(s) 的 任 一 满足 o = w+ib,5/6<<wu<1 及 |4| 过 了 的 雪 
点 Pp, 我 们 有 

BAL Yh 


= IT(l= po ME lrgl = p) 
十 OK(%LZ2-orzl27 ， Cl 
其 中 x > z= 3,y = x(log x)*,r 为 正 整数 ,r < RR Ss 3.18 
为 任 一 组 满 是 三 = 1 和 |&| 1p(4)| ,以 及 当 ad > z 时 & =0 
的 实数 ,而 
a(n) = 人 人 


我 们 仍 选 取 


log( z/d) 
4(d) log d & 2 


5 
0， d > Zo 


ee 站 7 充分 大 ,使 得 下 > 3, 并 取 


必 


和 T4000) 
在 | Im p| > (log 7)?, 则 由 定理 1.1.5 的 (iv) 可 知 
P(1 丙 0) OK(e-3(log 7 
又 因为 


1 0) 一 2 F(a Et (1 t+p™(f(p) 2 1 
dsz ge 
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= "2 Sf (da 
d<z 


d=0(mod 7) 
ul(d)log(z/d) (7) 
- | :> d Z 
r|a 
_ | 5 A | 
r* logz m<z/r mMm Nw 


(m,r)=1 
ol >, | = O(log z)， 
所 以 这 时 
FP(l = ol MUB) dl frpad = 0 = OT (2) 
由 (1) 与 (2) 得 


l4 0(7T™*) =- 之 , 人 (3) 


基于 (3) ,我 们 可 证 明 关 于 丽 数 的 零点 密度 估计 

定理 2.5.1 设 7T=3,5/6 <a 三 1,NCa,7) 表 示 5(s) 的 满足 
0=wt+ 记 ,a 去 一 过 1 及 | < 7 的 所 有 非 平凡 零点 的 个 数 (k 阶 
零点 被 重复 计数 次 ,k = 1), 则 

N(a,T) < T20-°) (Jog log 37)2。 

为 证 明定 理 2.5.1, 先 证 明 一 个 引 理 。 

引 理 2.5.2 设 so = 2 + i,to 为 实数 ,a > 0,M(d,s0) 表示 
cE(s) 的 满足 | s - so| < a 的 非 平凡 零点 个 数 (k 阶 零点 被 重复 计数 
次 ), 则 

M(d,so) = O(dlog(| il + 2)) + 0(1)。 


证 明 : 可 应 用 推论 1.4.9, 与 引 理 2.4.1 类 似 地 加 以 证 明 。 证 毕 。 
定理 2.5.1 的 证 明 : 令 工 = log 7T， 


D = fels = wa eb, a|d < 
D,= {sls =u+it,a<ue<l, 
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eli| etrr DE HD 


L ] 
其 中 为 整数 ,存在 叭 一 的 正 整数 y, 王 < 了 < 二 (LT + 2), 使 得 
OE we Te 
藻 令 
DY . 四 D DY 本 U 
Irli<2Y 9 


r9 
Irl<2Y+1 


?| ， 
则 D Cc DW U DW ,我们 用 N(a,7,7) 表示 5(s) 的 满足 
pb: = de el,T <|y| <7 
的 非 平凡 零点 的 个 数 , 这 里 0 < T， < ZT 于 是 ， 
人 

此 处 NW (oa,7, 己 ) 为 5(s) 的 属于 DO) 的 零点 个 数 (大 阶 零 点 就 被 重 
复 计算 次 ,k > 1),j = 0,1。 由 定理 1.5.8, 可 知 存在 正 的 绝对 常数 。， 
使 得 当 1 - a < co- 时 ,Na ,7T, 世 2) = 0。 为 此 我 们 可 设 充分 大 ,是 


二 


我 们 估计 NY (a,7T, 也)。 对 每 个 r,2|7,|r| < 2Y,D, 中 或 至 少 含 
5(s) 的 一 个 零点 ,或 不 含有 5(s) 的 任何 零点 。 令 
4 = tr|2| ,| r| < 27,D 中 至 少 含有 一 个 5(s) 的 零点 | 。 

不 妨 设 4 中 共有 KK 个 整数 ,1 < K.= 0(7) = 0(LT), 记 为 7(1),…， 
r(K)。 我 们 在 每 个 D,) 中 取 定 一 个 5(s) 的 零点 o, ,1 < v < KK, 并 设 
p= 1 | | 志江 E Devy 二 

[= (1 让 c-2)2 ， 
所 以 硅 用 和 N, 记 Di,) 中 零点 的 个 数 (一 个 零点 是 几 阶 就 被 重复 计数 
儿 次 ),1 < v < KK, 则 由 引 理 2.5.2, 我 们 有 

NO(g, T,12) = Ne<K- 自卫 (4) 

我 们 来 估计 K, 令 加 
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P = ( 六 a(n)| 2 Cr film)) nom) , (5) 


ls<sv<sKk 2<n<y 


则 由 (3) 可 得 
| 琶 ee go + DO(7-e))。 (6) 


我 们 可 与 $2.4 的 (5) ~ 〈27) 中 类 似 地 估计 P, 并 且 这 时 的 情况 相当 
于 'g = gq = 1,X(n) = X'(n) = 1(n > 1)” 这 种 非常 简单 的 情况 。 
于 是 ,相应 于 $2.4 的 (27) ,我 们 得 到 
了 (7) 
由 (6)、(7), 以 及 引 理 2.3.2 的 (xvi) ,可 得 
KL eR og Lb, 4 RK, 

所 以 

K’<K:y*logL,kK < y= lor bs (8) 
因为 


Lat = Gb ce 0-e) < 二 Te (1-a) 
所 以 由 (4) 及 (8) ,我 们 得 到 估计 


NO (a,T,L2) < TI log log (3T)。 
用 类 似 的 方法 也 可 得 


a 
Va, TD Tog log (7), 


因此 Nm, TE) T20-0)log log (37)。 (9) 
硅 用 广 代 7T( 设 7 充分 大 ), 则 由 (9) 给 出 

N(a ,L’,4(log Liye (log 7)70-“)log log log (97)。 (10) 
由 (9) 与 (10) 可 得 


N(a,T,4(log LY) 二 到 Ga)log log (37)。 (11) 
由 定理 1.5.11 的 (证 ) 的 (b) ,可 知 满足 | Ino| < 4(log LY 的 c(s) 的 
非 平 凡 零 点 的 个 数 


8$82.5 5 函数 的 零点 密度 估计 209 


< (log 了 )”og(4(log L)’) < (log log KE 
所 以 由 (11) 可 得 定理 2.5.2 的 结论 。 证 毕 。 


练 习 


(D 证 明 若 半 < a < 1 则 当 了 > 3,c(c) = 区 5 时 ， 
4 4a -3 
N(a,T) < TY (log log 37)3。 


第 三 重 


BDH 均值 和 和 


S3.1 引 和 


我 们 把 下 面 的 均值 和 称 为 BDH( Barban-Davenport-Halberstam) 
均值 和 : 
EA \ l 
S(O,x) = > 2 (y(x;g,a) = od Ys 


gs lsasg 


(&a,q)=1 


其 中 训 眉 闫 3, 
yx;g;a) = 2 ACn),y(x,x) = 2 A(n)x dn), 


n=a(mod 9) 
A(n) 为 von Mangoldt 函数 ， Xol ne) 为 模 g 主 特征 , gpg(gq) 为 Euler 
为 数 。 

目 1963 年 起 ， 应 用 大 沛 法 和 “Siegel 定理 ”， Barban、Davenport、 
Halberstam、Gallagher、Montgomery 以 及 Hooley 都 曾 人 研究 过 
S(Q,x) 的 上 界 与 渐 近 公式 。 我 们 认为 “Siegel 定理 ”不 仅 是 一 种 
非 实 效 的 语言 游戏 ,而 且 在 其 证 明 中 含有 严重 的 逻辑 错误 , 故 这 
些 数学 家 的 工作 其 实 都 仅 有 很 小 的 价值 ,而 知 我 们 采用 
Davenport 的 书 [2] 中 § 29 中 的 方法 , 则 由 于 在 p.171 上 Oo 至 多 可 
取 为 (log xz) 于 (对 充分 小 的 正 数 56; 参见 我 们 书 中 的 定理 1.5.13 
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以 及 [2] 的 $20 中 的 p.123 上 的 讨论 ) ,因此 , 仅 当 
vlog jj 过 人 (0) 
时 ,我 们 才能 获得 形 如 
SCO,x) < xQlogx C9 
的 上 界 估计 。 
我 们 将 在 $3.2 中 对 S(Q,x) 的 下 界 进行 深入 研究 ,我 们 所 
用 的 创造 性 方法 是 对 经 典 的 圆 法 加 以 变化 而 来 的 ,并 且 我 们 还 要 
用 到 大 篇 法 和 工 函数 的 零点 密度 估计 。 为 了 回避 使 用 证 明 起 来 较 
为 坚 深 的 “Gallagher 引 理 "(其 证 明 要 用 到 实 分 析 L? 理论 中 的 
Plancherel 定理 ) ,我 们 在 二 中 特别 设计 了 一 种 初等 的 处 理 方 
法 。 在 8$3.3 中 ,我 们 将 获得 S(Q,x) 的 显 含 工 函数 “例外 零点 ” 
的 一 个 渐 近 展开 式 ; 作 为 其 推论 ,我 们 既 可 在 0 对 x 的 某 些 范围 
内 获得 更 为 精密 的 下 界 估计 , 又 可 在 0 对 x 的 某 些 范围 内 获得 
S(Q,x) 的 渐 近 公式 。$3.3 中 的 公式 表明 : 若 要 获得 当 0 < EH 
@ 位 于 范围 (0) 之 外 时 的 形 如 (1) 的 上 界 估计, 就 必须 对 工 函 数 的 
-例外 零点 ”的 上 界 作 进一步 的 假设 ; 这 实际 上 解决 了 一 个 长 期 
翘 而 未 决 的 问题 , 即 能 否 在 不 对 工 函 数 的 “例外 零点 ” 作 和 额外 假设 
的 情况 下 ,无 条 件 地 使 得 当 0(Q < x) 位 于 较 大 变化 变化 范围 时 
上 界 倍 计 (1) 仍 成 立 。 $3.3 中 的 工作 不 仅 要 用 到 圆 法 ( 即 所 谓 
“Hardy-Littlewood 方法 ”) 中 的 一 些 处 理 方法 以 及 工 函 数 的 零点 密 
度 佑 计 方 法 ,还 要 处 理 某 些 形式 上 十 分 复杂 的 求 和 。 
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在 本 节 中 我 们 要 证 明 下 述 结果 : 
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定理 3.2.1 设 c 为 一 个 适当 小 的 正 数 ,x 充分 大 , 且 


— Clog x 
log log x 


xexp( i 


S(O 3 + O(c)) Oxlog xo 


这 个 结果 已 改进 了 [9] 中 的 相应 结果 。 我 们 先 证 明 两 个 引 
理 。 

引 理 3.2.2 设 t 3, 则 对 任意 实数 a, 都 存在 整数 a 及 g， 
(ga,g) = 1,1 < gg <7, 使 得 (注意 :a 有 可 能 等 于 0, 这 时 g = 1) 
Pe 
q qt 
证 明 : 考 虑 hk = [rz] +1 个 属于 区 间 [0,1) 中 的 数 ma - [maj， 


1 < m < h。 若 其 中 有 一 个 数 ma - [mia] 落 在 区 间 [0, 闻 ] 中 , 则 
] 
DO :而 家 二 | 过 下 


| 1 
中 , 
mik miTt 


[mia | 


| 


因此 ,车 设 ~ 去 三 ,dg 之 lo (sd) = 1, 则 有 
1 qd 


la- | Me 
gq qt 
设 有 个 数 a - [a],…, ka -上 [ka] 中 没有 一 个 落 入 区 间 [0,1A%kj] 中。 
将 区 间 ( 一 ,1] 分 成 -1 个 等 份 , 即 
1 TL 2 区 名 ' | 
Ciel) = (天 Ey (天 二 es (ee ,1], 


则 必 有 两 个 数 m2a - [m2a 与 maa - [ maa J 落 人 同一 个 小 区 则 
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:i i 过 上 -1, 这 里 1 < ms < ms 过 ho。 因此 


| (maa [ maa ]) eS (m2a [ m2a ]) | < 0 


| _ ma [mal 1 
m3 — m2 (m3 — m2)k" 
此 时 ,车 设 ae = ae = Lag) = 1 ss 1, 
gq | (m3 - mm2z) , 则 仍 有 
a 2 
正 绊 。 
引 理 3.2.3 设计 3, 则 
>， 一 二 pp = = GiloB A 4 Yei = 65 4 0( 8 2) X) js 
n<xX 


这 里 y 为 Euler 常数 ( 见 引 理 2.3. 2 的 (xii) ) ,而 
~ [Ad)| We |4(d)|logd 


全 dp(d) A do(d)d * 
Pt epee 
(i) ,我们 有 
- all0 ea nl + (1- (1 -3) pu(p)) 


LoTa -dd De 


p| 4 


所 以 ， 用 引 理 2. 3. ee 可 得 


p(n) 


> = TMs = 


n<xX p(n) d=<sxX me<X/d 


= (log X + 2 pI i 
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站 人 Ed We 9 et 
= Ws wd 
ol TL I- a 
= ci(log YX +7)- c+ O(log X: 之， sp 
|A(Cd)1log d) 1l?(d)|) 
MD CD tO 


这 里 我 们 已 用 到 : 当 涛 0 时 (此 时 4 ea 
.ed | I 
et, 一 si = pa) 


(p) 
pla 加 区 pla PE 
应 用 引 理 2.4.2 的 (iii) 可 得 (又 参见 8$1.6 的 (5) 式 ) 


o (log d)? 
py 人 过 


于 网 8 Yqy | (os wa, 


d 


log X 


=[X] 


(log X)? 
.< 0O 


由 引 理 2.3.2 的 (viii) ,可 知 
Cd) log Xo 


2 pd) 
因此 , 引 理 3.2.3 成 立 。 证 毕 。 
其 实在 证 明定 理 3.2.1 时 ,我 们 只 需要 由 引 理 3.2.3 产生 的 
上 界 估计 : 
本 二 
但 引 理 3.2.3 中 确立 的 浙 近 公式 将 在 8$ 3.3 中 用 到 。 


一 个 定义 在 有 限 区 间 [a,5] 上 的 函数 f(x)( 可 能 取 复 值 ) 被 
称 为 是 有 界 变 差 的 ,是 指 对 [a,b| 的 任何 一 组 分 后 xi,0 < i =< 


pt 
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VT 1, 


w= Xo < Wr < < wl = b, 
求 和 
> [f(xir1) - fxi) | 
都 有 一 个 一 致 的 上 界 NM 我 们 有 
引 理 3.2.4 若 f(x) 为 有 限 区 间 [a,6b] 上 的 实 值 有 界 变 差 
函数 , 则 f(x) 在 [a,b|] 上 是 Riemann 可 积 的 。 
证 明 : 任 取 | ac ,2 的 一 组 分 点 XO XI1,""" ,XN+1, 


一 


令 Ax = xi - Xio 按 定义 ,只 要 证 明 ， = max (Ax;) 一 0 时， 
pS (wi -> Se 


0O=<i<WN 
这 里 
oj = sup 所 到 ) ,6 _inf 人 


VS % NE 


由 假设 不 难 验 证 w; 和 人 都 是 有 限 的 数 (事实 上 ， 可 知 f(x) 在 La， 
b] 上 是 一 致 有 界 的 )。 任 取 小 正 数 e , 按 定 义 ,存在 &€ [xiyxislj]， 
st Lx; ,Xi41j ,使 得 


E 


oi- 7 < f(6),0+7 > 汽 


因此 
Oxm <etHey- AOIEe4lNt) = |，, 
多 过 二 


0<i<N 


+ ,Max (A CO 和 2, | 成章 ) A 
无 妨 设 &, < &o 在 La， 5] 的 分 点 ,与 4 之 间 吉 大 与 刀 , 将 全 
体 分 点 7 记 为 YO Yi 
yk+1o 则 因 f 是 有 界 变 差 浮 数 , 必 有 常数 M > 0, 使 得 
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SR RR 2 I) = | 


0O<i< 0<i< 
所 以 我 们 得 到 
0 = (cu; 一 6;) Ax; = e(b = a) +M: ,max (Axi)o 
0O<si<N SLS 


由 于 se 是 任意 的 正 数 , 令 e 一 0, 可 得 
0 < 六 (cu; = 8;)Axi < M: ,max (Axi)o 


O<i<N 


因此 ,在 max (Axi) -0 时 ， 
2 (ww; 一 0; ) Ax; 一 0。 


Osi<N 


这 说 明 f(x) 在 [a,bj] 上 是 Riemann 可 积 的 ,证 毕 。 
引 理 3.2.5 设 4 > 0,4 为 实数 ,并 令 


' 法 
| sin(At) ] ， _ lim | sin(At) ]， 
| t 1 


E 十 € 


i | a, ~ WX, BY 


E 一 >(O 十 


(关于 极限 的 存在 性 , 见 定理 2.2.1 的 (i)) 则 
(i) 当 ) = 0 时 ,F(A,4) = 0。 


GD 当 |4| 1 时 ,FP(4,2) = TIE+ OCT 


(ii 当 0 < |X41 < 1 时 , F(4,X) = 内 [x+ 0(1), 且 这 里 的 


0 - 常数 与 4 及 4 无 关 。 
证 明 :(i) 这 是 显然 的 。 
(ii) 在 定理 2.2.1 的 (i) 中 ,我 们 已 证 明了 


ER 天 N _: 
sin % Sin % Sin % 元 
| dx = lim | dx + lim | i 
0 % E 6 N 一 +ocov 1 多 


通过 变量 替换 ,可 知 


0 3 | 。 
sin % sin % . sin % 
| dd lim | dx 十 lim | = 
一 00 % e>0+ J 一 E yg N=>+%J _N 
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dx + lim 2 
N-~+cv 1 多 


oO oo . 
SI ZL S1n U 
A UU A UU 


由 分 部 积分 得 


oo N . 
| sin i sin 风 ee COS u 
A UU N->+ocovJ4 UU N>+% 也 Re 
N oo 
| dx) = Cos 人 二 od| udu) 
A 1Uu 4 
= 0((4A)-)。 


因此 这 时 (ii) 成 立 。 类 似 地 , 当 三 -1 时 ,可 证 (ii) 成 立 。 
下 丰 雪 赤 过 全: 


4 A 交 
局 ( 进 , 让 间 起 | Se ?| 人 
二 u 0 u 


右 AM =< 7, 则 


~ 


4A i Rs 
0 | du = lim (| > dv) 
0 Uu E—>0+ [3 U 


< lim (| 2 = 上 人 = O(1)。 
Ee—>0+ E 以 0 Uw 
大 A > 7, 则 对 任 一 大 于 1 的 正 数 N, 有 
| sin uj), --| sgt | sin ug, 
1 1 


0 以 


u u 
N . 
sin 也 
| 一 
Ax 
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yp 更 B86 N 
sin 也 sin u sin 也 , sin u 
| “0 du | du — lm (| 和 
0 也 0 1 1 用 WE 人 
工 COS u GO8 i 
人 过 i 
2 N>+% 以 A AX 弄 


= * OCMY™) = 3 4 (Ls 
所 以 当 和 A > 0 时 (说 ) 成 立 。 类 似 地 , 当 X < 0 时 也 可 证 (证 ) 成 立 。 
证 毕 。 
下 面 我 们 证 明定 理 3.2.1。 对 于 实数 &, 令 
S(E) = >A(n)e(né),e(né) = exp(2rinE)。 
设 c 为 一 个 充分 小 的 、 正 的 常数 ,并 令 
Qi = exp( 记 2 ) 0 = OL™,L = log yx， 


这 里 4 为 任 一 大 于 1 的 常数 。 我 们 的 方法 的 出 发 点 是 下 述 恒 等 
2 


As | la (OD 
其 中 = 0-1。(1) 确 为 一 恒等式 ,因为 其 右边 的 值 等 于 


SPA)AC))] elm n)a)da), 


m<X Nn<x 


而 对 于 整数 人 ,由 ex = exp(10) = cos 0 + isin 9 ,可 知 
Pe . be kz 0, 
r ju 
我 们 将 发 现 :车 用 通常 的 圆 法 处 理 (1) 右 端的 积分 , 则 经 过 适当 
的 变化 ,就 会 出 现 均值 和 S(Q,x); 这 说 明 S(Q,x) 与 加 法 之 则 有 
着 天 然 的 联系 ,对 于 满足 1 < a < gq < 0《 和 (a,g) = 1 的 每 对 整 
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数 a 与 g, 令 
mgso) = lalla og| < (0), 
则 m(g ,a) 为 一 个 财 区 间 。 我 们 断言 : 
[eel |e (Um(g,a)) Um ll LO (2 

这 里 , 册 表示 对 于 满足 1 < a < gq < Q 以 及 (a,q) = 1 的 所 有 
整数 a 及 g 求 并 集 。 事 实 上 , 当 a € [rt,1+ tj] 时 ,由 引 理 3.2.2， 
可 知 存在 整数 a 与 gq, 满 足 (a,g) = 1,1 < gq < 0, 使 得 

la -a/g| < 1/(g0)。 
由 a E[r,1+r], 可 得 


1 ee Pe 
2 IO ~ ga qQ 
Sl (3) 


Msleoexa lO ra"0 Deo+l+t+0 MIie 
a 过 9+1o 帮 a = g+1, 则 由 (3) 可 得 0 -4g < 1, 故 g = [0j]。 
由 此 可知 (2) 威 立 o 令 i = (log x)*,0; 三 O(log w) 习 ,由 (1) 
及 引 理 2.3.2(xi) ,我 们 有 


xlog x + O(x)=<(D + 2 二 ) 37 | 156 


4<0 OOWsqs0 ©,<I<Q (a,g)=1 
1<c<4 


a 2 | 1 2 
下 | dz + ji + To dz 


= pa bp (4) 
这 里 gag) 二 |= (gQ)-,(g0)-!]。 由 平凡 的 估计 及 Cauchy 不 等 
式 可 得 
SGz+1+TO) < as (DA(n)) < log «, 


所 以 
Ml Os OU ls (5) 
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为 估计 >),, 先 选取 正 整 数 J, 使 得 0 < 02 < 2 ”Qio 显 所 


3 | 
rT j= Tul d 
ls<sa<g 


-G2 
5 ,DD Ds 全) 


1 和 ac<9 


0 mt [By 
7 ET) 9~T(a,qg)=1 q 
这 里 》 表示 7 取 所 有 形 如 2i01 的 数 ,j 为 整数 ,0 < j < 7， 
gq ~ T 表 示 T < gq < 27。 应 用 $2.1 的 (13), 在 其 中 取 

M = 0,N = [xj,0 一 A(n)elnz), 
则 可 得 估计 


2 Ss(z + 2)) (s+ 9)( 人 a 
ve27T (asgqg)=1 


ls<a<gq 


XxX(X+ T*)log xX; 


因此 
bp 2 (072 + IODC ZA n)) 
Cal A + 020-1)xlog x < %o (6) 
接着 我 们 处 理 >) ,。 首 先 注意 到 : 若 z 为 实数 , 则 
Em = | j= of= | = 2|sin(xz)| < 2r|z|; 


其 中 对 |sin 9| <19| 的 证 明 可 分 |9| < 二 和 16| > 2 证 出 。 因 
此 ,我 们 有 
站 


赶 是 而 于 加 区 Oo 1, 六 |z| 羡 0 ,我 们 有 
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ge 2A(n)e(w )(1+ O(nlz|)) 


nx 


= ACn)e(。 ) 下 A A(n)e Sp 


nNn<x 
(n,g)=1 区 :0 


+ O(x|z|(2,A(n))) 


nx 


二 ce 人) 2 A(n) - py A(n)) 


1<r<9 n<x 


| n= rg 9) (n,g)=1 
下 C7 
在 推导 中 我 们 已 用 到 ( 见 定理 1.2.3(iii) ) 


2 el ) = > ot) = uu(g), 


以 及 (用 到 引 理 2. 4. 2(iii)) 


EE 2 A(n)) < Zt Do) < O18 a 


ee 1 


x x 123 


“O00 


> A(n) < 2) 2) log p < (log zx)2。 


n<x 殉 之 
p|4 3 


(n,g)>1 
注意 到 下 列 不 等 式 ( 简 记 地 = 
(wl | || | | 


EN. 
| 
则 由 (7) 可 知 
>,<0,> 2 | 2 AlN DD A 


qg<0 re qg)=1 1<r<9 n=7r(mod 9) 
1<a<9q9 (r,g)=!1 ne<x 


Tn DA) N+ LY) + 0(#4) (8) 


ne<x 
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将 模 4 的 主 特征 记 为 yu, 并 简 记 B = A(n), 则 当 (r,g) = 1 时 ， 
应 用 定理 1.2.2 的 (ii) 与 (iii)， ry 2.3 的 (i) 与 (ii) ,可 得 
六 bn — bn < 


Ed， FD 


= 2 B Dt- DD Bol A) 


1 
P09) LX SPX) 


QT 
2 pe Pp = 
(ria)=1 ne nNn<x 


A DD Tea) 


ee 


S| ER aR) 
a Dl sn) rt) 2 xix) 0) 2 BrBrxi(m) Xa n)) 


Xi’X Xo 1 凡生 区 


C<9 


= 9(q)2) CD) Dpx(n)| 
< 9(q)q 2 | 2Bx(n)l’, 


X 天 X0 nx 


wa 


因此 


jy 
从 
心 
"es 
从 
OO 
A 


A O (9) 
qs0Q P q) 
另 一 方面 ,应 用 定理 1.2.2 的 (ii) 与 (iii) 作 类 似 的 推导 ,我 们 有 
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2 
S(O) = HD TTR 
6 XX n<x 
2 > Spx (10) 
由 (8) (9) (10) 可 得 


1 05(0Q, LE Cag uy) as Owe (0) 

由 (4)、(5)、(6) 和 (11) ,我 们 得 : 

xlog x = “ S(O, wT gd 2 te 12) 
因此 ,为 证 明定 理 3.2.1 只 科 下 估计 立 /了 。 念 

10acL 
2 到 元 ， 4 pl og 下， 

这 里 c' 为 定理 1.5.2 中 的 正 绝对 常数 cz。 设 x 为 模 g 的 任 一 特征 ， 
4 三 Q1o 夺 函数 L(s,xXx) 有 一 个 满足 


p= | 二 二 (13) 
的 零点 p, 设 x 是 由 模 gi 的 原 特 征 x 诱导 的 , 即 x = x,x?, 则 由 


7 ex) -Se), 


以 及 x 充分 大 ,可 知 Z(o,Xi) = 0。 这 时 ,由 于 
dlo8 L Cc 
P=1l- 1 TD 


= B+ 广 必 是 所 谓 的 01 -例外 零点 B( 见 定理 1.5.2), 并 且 ( gi， 
Xp) = (了 ,区 ,) ,319, 这 里 (之 , 属 ) 为 此 时 必 存 在 的 01 - 例 
外 组 。 因 此 ,Z(s,X) 或 者 没有 满足 (13) 的 零点 , 若 有 , 则 01 - 例 
外 组 (, 宛 ,有 ) 存在 , 且 字 9。 对 于 9 < Qi 以 及 模 g 的 任 一 特征 x， 
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今 
Mya a Tanne), try a 下 ze 


这 里 r(xX) 为 Gauss 和 。 又 令 
F(x%,z) = S(XY0,z) - R(z),R(z) = >ve(nz)。 


nn 


J 


若 Q1 - 例外 组 不 存在 ,或 01 - 例外 组 虽 存 在 ,但 站 g, 令 0(9) 
= 0, 以 及 
F(x,z) = S(%,2),% # Xe 
令 0(9) =1, 以 及 
F(Xx%,z) = S(Xx%,2) + R(z), R(z) = Dm-le(nz), 


yrs) = Symax PF Nosx ¥ Kye 


当 @ = Flae gl(vo) = 1 有 1)z| < (0) "时 ,应 用 
定理 1.2.2 的 (ii) 及 定理 1.2.3 的 (i) 与 (ii), 可 得 


S(a) = 2 An)e (iia) = 六， An)e(n(v 到 二) 


n% 


(n,g)=1 
Ot 2 (A(n)) 


(n re 


> ‘at 3 A 4 OL 


= 
(rg) =1 =r(mod 9) 


= > PI ES s)] + 0(17) 


2 


nn 2 > Zl) (22)) s(x,2) + 0() 


一 a + OCL’) 
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_ L(g)R(z ) 9(q)r(Xxs )Y(a)R(z) 
p(g) P(9) 


+ pl Xe) rR PY, z) + O(L2), (14) 


这 里 >， 表示 x 取 过 所 有 模 g 的 特征 ,并 且 我 们 已 注意 到 当 0, - 


例外 特征 xX 存在 时 , 它 是 实 特 征 。 由 (14) 及 不 等 式 ( 设 n 1) 


(jm | 二? 于] 六 | 六 | | 证 二 和 


容易 得 
到 | 
~ | Sis q 2 
(a,g)=1 
i Dt Rae yt 1 
这 里 
2 | R(z)12dz)， 
Olan| | 
Dy 和 om 
qs QI p(g) -六 
2 


Ee a<9 


在 以 下 的 估计 中 , 之 记号 所 忽略 的 绝对 常数 都 与 c 无 关 。 由 引 理 
3.2.3 可 知 


el 0 二 
op(gq) 8 “1 log L° 


qs 0) 


有 
| | RCz) ?dz 一 1 = x+ 0O0(1), 
~ Nn<x 
所 以 
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> i (16) 
若 01 - 例外 组 存在 , 令 9 = 1, 否 则 , 令 9 = 0。 则 当 g < 01 时， 


0(g) = 1 当 且 仅 当 9 = 1 且 1go 当 909(g) = 1 时 ,由 定理 1.2.3 的 
(ii) 得 


| 
这 里 与 > 分 别 为 01 - 例外 特征 与 Qi - 例外 模 。 因 此 , 应 用 
p(mr) > p(m)p(r), 引 理 2.4.2 的 (ii),r< 0i, 以 及 引 理 


3.2.3, 可 得 
2 


0(q)| r(xXxso 
2 的 2 ee 9 de pa 
< log log Qi log oO < Lo 
叉 
1 a 
中 | R(z)|2dz = 8 Dm 妇 
= 从 nex 
所 以 
Di, < clxo (17) 
测 于 = ,将 | 2 | 展开 ,并 应 用 定理 1.2.2 的 (iii) ,得 
和 a 和 Re | 二 


设 gq 为 正 整 数 ,g < 01,z € 1(g),g 与 z 固定 。 当 g 三 3 时 ,对 模 
g 的 任 一 非 主 特征 x , 由 定理 1.2.2 的 (v), 有 唯一 的 正 整 数 m， 
mlg, 及 模 m 的 唯一 原 特 征 x, ,使 得 xX = x,xs。 对 模 gq 的 全 体 非 
主 特征 x 按 有 序 对 (m ,xX,) 进行 分 类 ,可 知 

> lr(y) F(x ,2z)1? 


0 
X 天 Xy 
Xmod 9 
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= 2 |r CX) ECXiX9 2) 12， (19) 


m | 9 Xi (mod m 
这 里 * 表示 对 模 m 的 全 体 原 特征 求 和 。 事 实 上 ,很 明显 (19) 式 的 
左边 不 超过 右边 , 而 右边 每 对 (m, x,) 所 诱导 的 模 g 非 主 特征 
XoXi1 征 互 不 相同 的 ,因为 若 XuX; = XoXs,X; 为 模 m; 的 原 特 征 ， 
mildg,i=1,2, 则 由 定理 1.2.2 的 (iii) 中 关于 唯一 性 的 证 明 可 知 ， 
必 有 mi = mz, Xi = X2o 因 此 ,(19) 式 的 右边 又 不 超过 左边 。 所 以 
等 式 (19) 确定 成 立 。 由 (15) , 作 平 凡 的 估计 可 得 
F(R ar) = Fv) + 02), 
因此 ,由 定理 1.2.3 的 (ii) 及 (19) ,我 们 有 (注意 : 模 1 或 模 2 仅 有 
主 特征 ) 
2 |X) F(X,z)1? 过 om Bs (Xi 下 (2 


X 天 X。 m|a Xi ‘mod m 
Xmod 9 


< 之 /mn 2 《|FCX 12+ 到) 


m|g X) 


em Dy [Flxsa)l? 


| 4 X (mod m) 


+ L142 jmop(m), 


m:|g 


DZ |r(Z) PCX,z)12da 


CD 


o P(g 


(ys 5 四“ 
a et (| (x 2)| z) 


Ea 
Ty Bp (9 mp ms) 


xX] 


<, 2 "2 a 1 PO) da) 3 gem)) 


3<sm<0Q) 
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+ Dm (人 


qs 


i 70 1a)( DD 5) 


ee 


* 


< 二 Re 
3 三 ms< 0 OP m) Xi (mod m) 


L4 
. Ql 
其 中 已 用 到 op(ms)  p(m)p(s)。 由 引 理 2.4.2 的 (ii) 和 引 理 
3.2.3 可 得 : 


当 m < Qi 时 ,区 四 <1o8 logQi < logL, 


> < log O01 < cL 
二 ps) log L’ 
ee 


所 以 z 
人 2 
Wb Ee (Uds)) 
3<msQ) Xmdm 
+ OL 
= O(ceL2,) + O(Q1L07!), (20) 
这 里 


必 j， 三 > | [Ya (21 ) 


3<Sm<Q) Ximodm I(m) 
由 (15) ~ (18),r(Xy) = pj(q)( 见 定理 1.2.3 的 (者 )), 以 及 (20)， 
可 得 


0 2 
1 FX) | dz) 


"ED | 
4< gl 
守 这 六 ;未 QE OO 
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| (gq) | 6 A 
六 四 = O(cxL)+ Of ln) | Ud! dz) 


二 [2 
其 中 > 由 (21) 给 出 。 设 3 < m < Qi 对 于 模 普 的 每 个 原 特征 X ， 
由 定义 可 知 
WL SC(n,x) el nm), 


这 里 
Et ) 六 BS 1 
n，, 三 国 
Xn)A(n) + 和 Ls 


其 中 当 (x,m) 为 01 -例外 对 (多 ,了 ) 时 , 61,， = 1, 这 时 户 为 01 - 


例外 零点 ,否则 Ei,。= 0。 令 a = m0/2， 
Ct 二 交 Cl(N,%)se 
| n-i| < 


设 ol =1-cx2ocz = % +0/26o 注 意 , 当 t 革 [oi,o02] 时, C(t) = 

0。 对 充分 大 的 正 数 M,M > 20;, 函 数 C(i) 在 区 间 [- M,M] 上 是 

有 界 变 差 的 。 为 证 这 个 论断 , 任 取 |- M, Mj 的 一 组 分 点 {x;}， 
一 更 

奉 设 位 于 区 间 [ci,cz] 内 的 分 点 为 yo,yi，…ygrlalsyo<…< 

yx+1 志 02), 则 (注意 : 知 y 和 父 [Lcloz], 则 COy) = 0) 


2 | Wai) = Ct) | tO yoy = Og) | #)] Cn) 


+ D1 CCyin) - CCyi)| 


又 | Cazj 一 C( yi) | + | C(o,) | O 
(23) 
显然 ,对 任意 的 1, 都 有 
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[| (24) 


ne<x% 


我 们 断言 :对 每 个 i,0 < i < KK, 成立 着 
ety nl eo By lows)l) 


og 了 
人 二 


| > |C(n, xX)| ys (25) 
Nt < neyirt+? 
若 yiw1 -了 > yi + , 则 
[ CEA = CO 过 004CGaa| 
有 六 E a Di le(mx)l 


和 
Jik1-2<n<7s1+2 %-2<n<%+2 
二 一 | 
| Cns x}| +o 训 ， 上， 
Xi+ 呈 < nevit3y 四 -多 <n<yiy1-2 


2 


因此 (25) 成 立 。 乔 Ye = 7 二 八 半 7o 则 
| 超过 C(y;) | = |c- 少 , G(Rn, x) 


Gg og 
Te 


Sw 2 | 


了 了 
和 


过 | | 


og g 
> fi es el) 


| 


go og 
Nt 


因此 (25) 仍 成 立 。 我 们 有 
Do 3 lnxy se 2 ICnexd}l) 


I edn 0- 号 <”< yl- 
a 
Ey 
Nn<x 


并 且 类 似 地 可 得 
Sw [Cl 


0< < 天 0 ne<% 


8$3.2 BDH 均 值 和 的 下 界 231 
因此 ,由 (23)、(24) 及 (25) 可 得 


2 ca) - CC)) = oo Dc(n, 1) 

日 其 中 0 记号 蕴含 的 常数 与 N 无 关 。 这 就 证 明了 C(i) 在 区 间 
[- M, M] 上 是 有 界 变 差 的 阻 数 。 奉 设 C(t) = u(ti) + i 记 (t)， 
u(t) 和 w(t) 是 实 函 数 , 则 xi) 和 w(i) 也 是 区 间 [- M,Mj] 上 有 
界 变 差 的 ,由 引 理 3.2.4 可 知 ,u(t) 和 v(t) 都 在 [- M, Mj] 上 可 
积 ,所 以 按 定 义 C(1) 也 在 [- M, Mj] 上 可 积 , 由 此 及 定义 不 难 验 
证 :C(i) 还 在 [- M,M]j 的 任何 子 区 间 上 可 积 且 绝对 可 积 ,特别 
地 C(t) 在 [o1,o2] 上 可 积 。 对 每 个 正 整 数 n,1 < n < x, 定 义 区 间 
[o1,02] 上 的 函数 A(y,n) 为 
ls max(or ,N= 3 7 min(a2 , 刀 十 3 
0 ,否则 ， 
则 容易 知道 A(y,n) 也 为 [cl,cz] 上 的 有 界 变 差 函 数 , 因 而 它 是 
[ol1,02] 上 可 积 的 图 数 。 由 于 我 们 有 (注意 ,由 此 也 可 给 出 C(y) 
在 [cl,cz] 上 可 积 的 另 一 证 明 ) 

C(y) = 0-1 ce Glns 2 = 5 2 Glnyx)AM(y;, ny) 


| n-y| < 十 


所 以 , 当 M > 20o, 时 ,对 任意 实数 i ,t 0, 我 们 有 


| C(y)e(- yi)dy = | ”cyr)e(- x)d 
上 


A(y, n) = 


| 
91 lsn<x 


A(y,n)e(- yt)dy) 


1 


全 册 二 ocx 人 


= cc(nX)(| -ydy) 
ne<x 2 


见 一 去 
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5 1C(nsX)e(- (| e(— zt)dz) 
(Pens)el- 1)) sntaag) 


not 


sin(nat) Fy ss (26) 
又 ,显然 有 
| lay = | [etryla 
Ob A 
<o 0-0) 2 1C(n,x)|. (27) 
车 补充 定义 Se = lim sin(ret) -1 则 由 推导 过 程 可 入 
T kl) i—>0 ot 


(26) 式 仍 成 立 。 由 (27) 可 知 C(x) 在 (- %m,%) 上 绝对 可 积 。 因 
此 ,由 定义 及 (26) 可 得 函数 C(x) 在 (- om,o) 上 的 Fourier 变换 
(定义 见 $2.2) 为 


M 
Bs = Jim | CC(y)e(- i 


. ee yi)dy 


Na 


= ty Es (28) 
因为 函数 | F(x,t)| 对 1 一致 地 有 界 , 且 当 0 < | :| < 元 时 ， 
全 sin( not ) _ (29) 
i not A 


所 以 不 难 知 道 C(1) 在 (- o ,%) 上 平方 可 积 。 设 4 > 3, 则 
j el 1)|2dz = | Cay Bg 


-| 


= JC) ,Ee pan)aye (30) 


200( CO el- yd) 
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当 y 固定 时 ,由 (28) 我 们 有 
| E07- yar = | Mao). py,t)e(- yd 


= Den re (n  y)4)d) 


一 4 


E > con,x)(| sin(Tal ) 。cos(2rt(7 一 2 


| not 


RE 人 sin| 7 4 2(w 7 
etn, et 2 = la 


2 sin[ xt(o -26n -7))) 9,). (31) 
| £ 


令 fi(n) = x(o +2(n -yy)),f(n) = x(o -2n -7y)。 我 们 将 满 
是 n <%x 的 正 整 数 n 分 成 三 个 集合 41、4, 和 43(4; 都 与 y 有 关 ) 

41 = i{n < x|1Jfi(n) = 0 或 p(n) = 0}， 

A = th) 1 1 LB) 和 11, 

As = {i <|f(n)| < 或 0<| 丙 (aa < 1, 
采用 引 理 3.2.5 中 的 记号 ,由 引 理 3.2.5, 当 n€ hi 时 ,n 至 多 只 
有 2 个 取 值 , 且 对 每 个 n， 

F(A,fi(n)) + F(A,fo(n)) = F(A,2rx0) = 0(1)。 
我 们 有 4， = hz U hw U 425, 这 里 (4 都 与 y 有 关 ) 


A -本 训 省 | 训 本 一 下 区 二 在 性 划 ， 
大 oo 二 半 二 过 天 | 到 而 二 就 远 书 和 ， 
An = ne wl=se Nw = wes lis 


应 用 引 理 3.2.5, 当 n€ 421 U 42 时 ， 
F(Afi(n)) + PC4, 户 (mn)) = 0( 荆 )， 
3 n 攻 423 时 ， 


F(AfCn)) + F(A fl(n)) = 2r + 0O( 二 )。 
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当 mE hs 时 ,n 至 多 有 2 个 取 值 , 且 由 引 理 3.2.5 可 知 对 每 个 这 样 
的 n, 有 
F(A,fi(n)) + F(A,fo(n)) = 0(1), 
且 这 里 的 0 - 常数 与 4 及 4 无关。 综合 这 些 讨论 ,由 估计 
Clnsx) <A(n)+1eL, 
以 及 (31) ,可 得 


| Ce(- yi)dt = 071 3) Cln,y) 
-A n€ 423 
Oo™%A™) 0(0o "Ls (3) 
对 每 个 正 整数 n,n < x, 令 
l,i max(n — pt - 1),01) 


Ai(y,n) 一 -< = min(n (0 et 1 0 


0, 否 则 ， 
容易 看 出 A1(y,n) 为 区 间 [ci,cz] 上 的 有 界 变 差 函 数 ,因而 由 引 
理 3.2.4 得 知 它 是 [cl ,cz] 上 的 Riemann 可 积 的 图 数 。 于 是 ,我 们 
得 知 y 的 函数 


ol 2) Cln,x) = ao-127A(yyn)C(n ,7yY) 
n€E 423 nNn<x 


也 是 [cl,cz] 上 Riemann 可 积 的 。 注 意 , 由 于 | C(i)| 是 可 积 的 ,所 
以 容易 知道 (32) 左边 为 y 的 连续 函数 ,于 是 , 差 


| Ee y)dt - 07! 3) Cn,y) 
nE hy 
为 y 的 可 积 函 数 。 由 (30) 及 (32) 可 得 
| ela = | cD clnsx) + O(n1A! + 0711))dy 
一 4 o] nE hy, 


| cy) ey)ay + O((o-lxLA-! 
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本 a CCy)|dy)， 
这 里 
Gy)=a 2 Cn,y)s 


| a-y| <i(o-1) 
令 4 一 + % ,我 们 得 


有 | C(t) [2348 二 | wotsdy 


+ O(a-1L| Tctyjlar)。(33) 
我 们 可 应 用 (33) 去 估计 (22) 中 的 25 着 33 过 m < 01,X 为 模 m 


的 一 个 原 特 征 , 则 当 z € 7(m) 时 ,|rzz| 二 5% 周 此 ， 由 (28)、 
(29) 及 (33) ,可 得 


2 工 ?| sin(xz0 ) 2 
lr) las < (FY | Sue) py, 2) a 
<| | tran) p(s) 17gz = | | C(z)|2dz 


<| “lc eay + oil ey) lay : (34) 


当 y€ [ao1,o2] 时 ,应 用 C(n,x) <A(n) + 1 以 及 定理 1.6.1 的 
(iii) ,可 得 


本 Clnsy) + Oo gyiy, 


XI <n<%, SN 


Gly) so! 2 Cinmr) aw. », Gln,%) + Oo iwr™), 
ys<nsy, ys<ns<y, 

这 里 
wi = iaxl ly — p> = min(x%,y + 5 


X34 = max( xT-!,y = 3 
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喜 ed 
yl = max(1,y 过 = min(x%,y + 5 


Y3 = max(xT-!,y 一 7 各 


设 
EN 0! 2 Cm ONS CU 
x%3<ne% ys<nsy, 
则 


Flcw ew lay e) lo G ay + 


oxT- (| (Ci 
| Gr) )dy + aa28-2(a + 4) 
<| lo) Gdy + Teo ai 
这 里 用 到 平凡 估计 :| C1(7) | 之 各 -1 G1(7)| 之 各 -1 类似 地 有 
flew tar <) le) la (e+ oo sr 
所 以 ,由 (34) 得 : 


Wm WY) dz Cl(y)CI(Cy)| dy + 


| Ci(y)|dy+ df yn, el - 


(35) 
对 于 一 个 使 得 %3 及 x2 的 YY < [o1,02j ,由 定理 1 60:1 的 (i) 可 
知 
> x A = 0 i 


xX, 三 XN 


下 DO( 了 0， (36) 
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这 里 9 = 1 当 且 仅 当 (m,x,B) 为 01 -例外 组 ( 见 定理 1.5.2), 否 


则 9 = 0，2>， 表 示 求 和 通过 L(s,x) 的 一 切除 去 广 及 1 - (车 


:| sy 


存在 ) 外 的 非 平 凡 零 点 p = B+ 让 。 因 此 ,由 C(n,x) 的 定义 可 


得 


委 XY(n)A(n) O ， > np-1。 


x3<nex x3<ne% 


当 0 = 1 时 ,由 推论 1.1.4 可知 


写 ， np-1 = | ”du + O(L) = 3 所 x ) + (Es 


% 瓜 污 过 肥 3 


因此 由 (36) 我 们 有 

"Do tn 
显然 ,由 (36) 可 知 (37) 当 0 = 0 时 也 成 立 , 设 * 为 任 一 复数 。 对 于 
位 于 一 个 复 z 平 面 上 的 半 平 面 {z| Rez > a > 0} 上 的 任 一 复数 z， 
定义 


Tr 


8 一 


5 = exp((s - 1)log z), 

这 里 log z 取 主 分 支 。 因 为 log z 在 |z|Re z > av} 中 为 解析 函数 ， 
z ”也 为 1z| Re z > a} 上 的 解析 函数 。 设 wo 及 w 为 任 二 复数 ， 
Re w >a,Re wo > ao 当 wo 固定 ,w 在 半 平 面 1z| Re z > a} 上 变 
动 时 ,考虑 函数 


By = WW = 006 = ,| zdz; 


这 里 复 积 分 是 沿 从 wo 到 w 的 直线 段 取 的 。 由 定义 容易 验证 g (ww) 
为 开 连 通 集 1z|Re z > c} 上 的 解析 函数 , 目 g'(w) = 0。 因 此 
8(w) 古 前 数 ,g(w) = g(wo) = 0。 特 别 地 ,我 们 得 
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Xx — X4 = p| “wiqu <lol: | wda 
“3 
< 二 |olmin(x,a)(xzT-) 7 ， 


这 里 8 = Re p。 因 此 由 (37) 我 们 得 到 


| Ci(y)| < olimin(x,o)( a i TS 


| :| sx 


类 似 地 ,对 于 使 得 y3 < y2 的 y,y € [olcz], 可 得 


eC a emia SY Cy i 1, 


| 安宁 


于 是 由 (35) 我 们 可 得 到 


民 ,| F(x,z)|*dz < (ot+ Es 


(we) 
| eT 


+ (og +x)min(xz- ,1)( (有 二 0 


|#| 过 到 
= Pi + P+ Po 
分 5c > x 与 o < % 讨论, 可 知 


> (TY Pa eal (xT-1)8-1), 
所 以 我 们 有 
NC < 六 (wr 


ss 


Fx SY CxT-1)B-1) + L2T-1x(1 + wo-1)。 (38) 


|:| sr 


因此 ,由 oa = 方 mQ,(21) 及 (38), 得 
Bm BD ope 


3<ms< 0 Xmod m | | <T 


Pi 


下 


3smsQ Xmod | < 了 7 
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wr Wo) (39) 
由 01 与 7 的 选取 ( 见 (1) 的 上 方 ,及 (12) 与 (13) 之 间 ), 及 0 的 变 
化 范围 ,可 知 (39) 式 右 端的 最 后 一 项 为 


上 
< Yexp(- < Ee 7)o (40) 
我 们 有 
”了 
3<m< 0 Xmodm | ;| <7 3<ms QiXmodm |:| <7 
pxs 
十 3 bp (和 = S1 十 A (41) 
3< ms gl Xmodm | ,| sk 
有 


应 用 定理 1.5.10(iii) 的 (b) ,平凡 地 得 到 估计 
和 


3<ms<Q) Xmod mm 
二 
由 定理 1.5.2 可 知 ,存在 常数 ec > 0, 使 得 对 于 每 个 计数 于 5S, 中 
的 零点 o = 8 + 让 ,都 有 


二 原 志 jas OT 2))° 
简 记 log( Qi(T 了 +2))= Lie 设 x 充分 大 ,使 1 -XA1/Li > 11712s 为 
估计 52, 设 M > 3, M 为 整数 。 我 们 将 区 间 [12 ,1 -入 -] 分 成 MM 等 
份 ,分 点 为 B0,B1,…, Bx, 即 
et 
Bin-BbBi=A,0<sis<sM-!1, 


其 中 A 满足 和信. M = B' - Boo 设 y = x7-!, 则 (采用 定理 2.4.3 中 
的 记号 ) 
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y52 = :2 2 yy” 


0O<sj< M-1 3<sms< 0] Xmod m bs | 
PE<Ap< Al 


三 六 > yl NB = NBT 


0O<sj<sM-1 3<m=< Qi Xmod m 


二 


0 三 JJ 三 M=-1 3<sms< QW) Xmod 


FE FS, WOM TN) 


3<sms0) Xmod m 


应 用 定理 2.4.3, 可 得 
yo 2 (TOM {yi yy) 


} (TOI) (I-AB) yb) (log 2 (43) 
其 中 = 之, 令 F(wu) = emgy = ys 由 Cauchy 中 值 定理 ,我 们 有 


2 
yb- y 有 = CO8) - F(B) = (Bi - B)F'(E) 
= log y * (Bi ~ Bi)es™%?, 
其 帅 京 旋 ( 记 , 房 1s 训 南 于 总 一 记 总 区 1 而 二 天 :所 大 
Dy i TO 


0<j<M-1 


logy" (TOD, >) CBr - BAS); 


这 里 f(v) = (y(70?)-)"。 因 此 , 令 MM 一 + % ,由 Riemann 积 分 的 
定义 可 得 

Sk 入 

im ( 5 (ys yA)(700) "A) < (log y) (TN)), fw) 


Mr OajaM-l 有 
pb (44) 
在 (43) 中 令 一 + o ,由 (43) 及 (44) 可 得 
y* SS < YA (log 1) (45) 


由 (41)、(42) 与 (45) ,可知 
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办 1 2 (Te (log EL) ar (lop L) 2 (46) 


3s ms 0 Xmod m | | <T 


由 (39)、(40) 及 (46) ,我 们 得 

> = O(x(log 7)-2)。 (47) 
对 于 每 个 固定 的 g,g < 01, 我 们 可 用 当 x 为 模 m 的 原 特征 时 处 
理 积分 


| 2 
: oe | Px) | Se 


的 方法 类 似 地 处 理 积分 
2 
i'm (P(es2) lz, 


这 里 x 为 模 g 的 主 特征 。 为 此 ,我 们 需要 将 1 < n < x 时 C(n,x) 
的 值 换 成 
Xo(n)A(n) -1, 


并 将 换 成 90。 于 是 ,与 (35) 类 似 地 ,我 们 有 


J slo 5) lds || cy) G2(y) ay | 


| otsb la 
21 
本 本 X ) ， (48 ) 
I ai = 1 - 7 ,02 = x+ 三 ,而 


Cy) = 0 1 


峙 % 


Gy) = 0 2 (x(n)A(n) =1), . 


ynsy 


p 


NX2 二 min( x, 十 全 ) ,wa 二 max( xT-!, = 9 
一 
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| 
y2 = min(%,y + 和 = max(xT-!,y 一 3 


对 于 使 得 x < x 的 值 y, 由 定理 1.6.1 的 (ii) 我 们 有 
cc a DD Mn) = (nm = i) OO) 


1 xL” 
二 一 Po 一 x# ) + OU 7 )， 


这 里 >， 表示 对 满足 = B+ 府 及 |t| 三 了 的 所 有 5(s) 的 非 平 


.| ,过 这 


凡 零 点 p 求 和 ,其 中 一 个 零点 是 几 阶 的 就 重复 计算 几 次 。 由 于 
之 Xs ~—% = dw 
(8 -~ 8) = |) wdu| 


3 


=< [Wn < min(x,o)(xT-!)F-!, 


所 以 
[eg se min Ce A > (wT) os 


| :| <r 


类 似 地 可 得 
[Bt we mit ,D(C 2 (at or 


所 以 ,应 用 
(x + 0o)(min(xo-!,1))* < x,(x +a)min(x ,1) < x, 
由 (48) 我 们 有 
,| FXos2) 1 dz < x > (wT Ew EE (wT-!1)8-! 


:| <T Ele 
Py ny i ed (49) 
这 里 我 们 已 用 到 估计 式 


(wt oto wT Ue (ww nT tg 


Wg WT PC ey 
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于 是 ,应 用 定理 2.3.2 的 (viii) 以 及 a = 方 gQ 可 得 


| Ag) 1 2 =1XNB=-1N2 
和 op(g) | lo)! < xL( 7 ) ) 


wh Ta ty (50) 


EE 


我 们 仍 可 用 (41) ~ (46) 中 的 方法 ,并 相应 地 ,应 用 定理 1.5.8 和 
定理 2.5.1, 去 估计 求 和 


»， CRT 1B1 


|#| 起 六 
因此 , 阁 令 y = xT-!,L, = log(T 42),8"” = 1= XA(21o} ,2 为 
定理 1.5.8 中 的 稼 数 c16, 则 类 似 地 有 
i yl ye log LY (hog Es (Sl) 


| 唱 二 有 


由 (22)、(47)、(50) 及 (51) ,可 得 估计 
3 = O(cexL)。 
由 此 估计 及 (12), 设 c 适当 地 小 , 则 可 知 定 理 3.2.1 成 立 , 证 毕 。 


$ 3.3” ”BDH 均值 和 的 一 个 显 含 工 图 数 例外 
零点 的 渐 近 展开 式 


在 本 市 中 我 们 人 研究 BDH 均值 和 S(0,x) 的 渐 近 性 态 。 令 
A ~ ec(log x4) ， 


所 
15 ，2 (1) 


这 里 41 为 定理 1.5.2 中 的 常数 ee 1 的 (iii) 中 的 常 
数 41 ,而 43 则 为 定理 1.5.8 中 的 常数 cj6o 设 当 P - 例外 组 (9 ,Y， 
B) 存在 时 ,9 = 1, 否 则 9 = 0( 参 见 定理 1.5.2 中 的 定义 ) 。 我 们 的 


地 2， 


c = min( 一 一 
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定理 3.3.1 当 x 二 0=3 及 0 = xexp(- cl(log 元 十， 


S(O,x) = Oxlog x WR > mB-l1(xP (m+ 0 x 


m<x—-0 


[et (lve + 7 = Clg)) 
20C (5)[ .ye 8 »%) 


mx—1] 


uf -llog( u— m)du)] 


+ O( Ox(log x%)! (log log wk, 
te 


ee Ia(g)| 
二 sa gp (gq) J 
(q,%)=1 
GO = Cog y+ i > slgqlog gj 人) 
2 gp(gq) 


Ds 1 


由 定理 3.3.1 易 得 以 下 的 推论 : 
推论 3.3.2 (i) 当 xexp(- c(log x)”“) < 0 三 xx 时 ,成 立 独 
SCO,x) 三 Oxlogx+O(COx(logx) (loglog w >)s 
(ii) 设 6 为 一 充分 小 正 的 前 数 , 则 当 
ws(log ws) EO 
时 ,成 立春 
S(O,x) = Oxlogx+ O( OQx(log 六 
推论 3.3.2 的 证 明 :(i) 当 0 = 1 时 ,由 于 
log 9 < log P < (log x)'”,log 0 < log x, 
因此 ,在 x 充分 大 时 ,由 定理 3.3.1( 特 别 注意 (2)) 立即 得 到 本 推 
论 (i) 的 结论 。 
( 记 由 是 理 1.5.2 可 知 在 0 = 1 时 


1 = Ba A 2P) & a 


oR 
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所 以 请 > 1 - 元 55* 由 引 理 2.4.2(i) 可 得 


人 


站 -TCWC ¥) - CA 


O(xpP+l(log wi (lo log so), 


Pa 


min(m+ QQ,x) 
i COPE 2 mB- | 


uP-!log( w = m) dw) | 


= O( 3 i Slog x) = O(xp+l(log x)32(log log x)Y-!)。 


由 此 , 在 二 (log x*)* 3 时 显然 可 得 所 需 结论 。 在 4 < 
(log x) 一 时, 我 们 可 应 用 由 定理 1.5.13 所 保证 的 不 等 式 
Bb > -12(log Dl 

并 仍 得 所 需 的 对 $1 与 $ 的 估计 。 证 毕 。 

显然 ,推论 3.3.2 的 (i) 所 提供 的 下 界 是 比 定理 3.2. 1 更 为 精 
确 的 下 界 ( 但 0 的 变化 范围 要 小 )。 

为 证 定理 3.3.1, 我 们 要 先 证 明 几 个 引 理 。 

引 理 3.3.3 (i) 设 rt(n) 代表 除数 函数 , 则 


tr™(mn) = rm)r(n)s 


( 吾 ) 设 亿 训 ) 为 一 一 个 正 值 数 论 函 数 ,x = 3, 则 
Dir(n)fln) ss 2 f(w)。 


na<Vx?s 


和 为 任意 的 非 负 整数 ， % i 则 


2 人 < (log x)2 ， 
这 里 过 记号 所 蕴含 的 常数 与 + 有 关 。 
(iv) 设 > 为 任意 非 负 整数 ,x = 3, 则 
DT a wllog wj, 


-< 


下 过 
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其 中 < 记号 所 蕴含 的 常数 与 + 有 关 。 
证 明 :(i) 设 m 与 n 的 最 大 公 因 子 (m,n) 的 标准 素 因 子 分 解 
式 为 
(网 二 本 
这 里 p1,… ,pi 为 互 不 相同 的 素数 ,b; 为 正 整 数 ,1 < i < to 那么 m 
与 n 的 标准 因子 分 解 式 为 
m = pphm’ ,n = ph pn’ ,(m’ ,n') = (mn’,pi*p:) = 1, 
其 中 pi = b;,m' 为 1 或 形 如 wh…wuk,n' 为 1 或 形 如 
vi ,plspisUl"…5 Up 为 互 不 相同 的 素数 ,pi,…,p,， 
01 0 也 为 互 不 相同 的 素数 ,x1，…,xi,7Y1,…,Y, 为 一 些 正 整 
数 。 因 此 , 当 本 二 1 有 Ww 1 时 
r(mn) = [are+tpe) lar+s) lor+y,) 


有 lh 


< Tr oa) T+ I + 
3 


当 m= 1 或 n= 1 时 ,可 类 似 地 证 明 (i) 也 成 立 。 
(ii) 我 们 有 
Dr(n)f(n) = Zufl uw) = 2 Zw) + fm) 


Vx<u 


= 了 Bl 了 Am 
a 2f(w). 


i Ve wf 

(iii) 可 用 数学 归纳 法 证 明 。 当 r+ = 0 时 ,由 引 理 2.3.2 的 (xii) 
可 知 结论 成 立 。 设 绪论 对 > 成立, 由 (i)、(ij) 可 得 
> (9 A (rh) <2> 人 le) 


uw</x vxX/Uu 


Rt Go z)2)2 = (log z)2”。 
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所 以 结论 对 r + 1 也 成 立 。 归 纳 法 完成 。 
(iv) 仍 用 数学 归纳 法 。 当 r = 0 时 ,结论 显然 成 立 。 设 结论 对 > 
成 立 。 由 (i) (ii) 与 (iii) 得 


(rn)) es em 2 (rtm)) (2 《al 


u<V rr/u 


二- rr leg -1 
Ne 
< x(log %)2 -1( >) (人 


< x(log x)? -1(log a2 


rt+l 
一 X(log 基 


所 以 结论 对 r + 1 也 成 立 。 归 纳 法 完成 。 

引 理 3.3.4 (i) 设 a 为 任意 实数 ,M 为 正 整 数 , 则 (其 中 
(6) = 
| Ze (ma)| < min(MWM ,5 yp 


m<M 


这 里 | x | 表示 a 与 距 之 最 近 的 整数 之 间 的 距离 , 即 上 al| = 
min|n - a|,Z 为 整数 全 体 的 集合 。 


(ii) 设 a 与 gq 为 互 素 正 整数 ,g = 3,M = 1， Xx > 0, 则 


es = >》) min( 贸 ， ee + 1)(X + glog 9g)。 


m=<M 


(iii) 设 a 与 9 为 互 素 正 整数 ， gq 宇 3,M = 1,X > 0, 则 
Ss 二 > ) min( 


m=<M 


这 里 | log( Mg )。 
证 明 (i) 先 由 平凡 的 估计 ,可 知 


| Delma)| < Ms (3) 


me<M 


这 已 说 明 所 需 结论 在 a 为 整数 时 成 立 了 。 当 a 不 为 整数 时 ,由 等 


Tia < 9+ M+ OF, 
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比 级 数 的 求 和 可 得 
e(a)(1- e([Mja )) 
ebm = 1 — el(a 
因为 


1 = 2 e(5 )(e(- EF 一 是) = 一 2ie(7 )sin(ra )， 


应 用 在 0 < 0 < 于 时 成 立 的 不 等 式 之 < 3 < 1, 可 得 
| Selma)l 去 


m<M 


| ee | 


i 
| (4) 


由 (37) (00D ;可知 (让 成 这 。 
(ii) 存在 非 负 整数 ,使 得 hg < M < ' + Lge 


k 
去 上 >; min( 马 ， 


) 
j=0 方 过 列 < (FT | 9 | ma/gqll 
gq-—1 


当 m 过 模 g 的 一 个 完全 剩余 系 时 ,ma 亦 然 ,所 以 ,应 用 引 理 2.3.2 
的 (xii) 可 得 


Snin(x, | = Sin(x, | hoi 


| > ma/gll 


3 
ist | 上 | 


> qg/h < X + glog go 


1<h< 


~ ty 


考虑 到 + i + 1 得 证 。 


(ii) 若 W < gq/2, 则 因为 数 oa 模 g 互 不 同 余 ， 
且 都 不 为 g 所 整除 ,我 们 有 
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<2 2 一 过 glog 9。 


a 
LD 


] ee 
Ta 本 2 玫 本 本 


RS 


m< 


设 M > g/2。 将 [二 ,MM] 分 人 0(log W) 个 形 如 万 = [M, Msi] 的 
小 区 间 中 ,这 里 


= 7)21， 0 < 7 < log M/log( g/2), 


| 为 整数 。 则 应 用 (ii) 可 得 


:< > Dminliy TT 
= > > min(gy, i Te 之 1) 
am=T(mod 9) 


< PM/g+ Dh ae， q) 


< 了 了 log M + Mlog gqg + glog gqg* log Mo 
由 此 即 可 得 (iii)。 证 毕 。 
引 理 3.3.5 设 ac 和 9 为 互 素 的 正 整 数 ,x > 3,a 为 实数 ， 
gs = -og lz < 1Aor),le 和 yt %o 则 


~ 


| 2 A(n)e(na)| < (log(Ng))(1 + x|z|)x 


ne<x 


i 


Ca i + g)o 


证 明 : 由 引 理 1.1.3 可 得 
>,A(n)e(na) = >, A(n)e (n+ )e ( nz) 


n<x l<ne<x 


= | ( > ,A(n)e 人 * 2niz * e(uz)du 


nu 


+ (D/A(n)e Wk e(xz)。 


几 和 六 


因此 ,利用 定理 1.6.1 的 (iii) 训 守 内 靖 特 汗 本 条 
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> A(n)e(ng) = -| ODA) ee))2ri * e(uz)du 


二 (2 Aln)el(® ))elnz) + DO(x25|z| ),(5) 
其 中 wx = x 息 。 由 此 可 见 , 我 们 需要 估计 形 如 
S 三 2 Aln)e(,) 


的 指数 和 ,其 中 xj < N =< xo 令 ww = NO。 由 Mobius 函数 的 性 质 
( 见 引 理 2.3.3 的 (iii) ) 可 得 


Se 2X: Maje (mv ) + O(w) 


w<n<N 


= Me Crm My Oe) 


WwW< < 


n>w 


- > A(n)e(mn sta) 


n>w 
d<w 


+ 2 A(n)e(mn < gC Do 


d>w 


= +L + O(w)s (6) 
对 于 71, 我 们 看 到 


= 之 是 A(n)pld)e( me) 


ee >) (DA(n))e 和 


d=<w w<khkd<N k= 


n>w 


n>w 


= OD PF oh (0)) - 2 (a 


人 aoc 


nw 


$3.3 BDH 均 值 和 的 一 个 渐 近 展开 式 251 
(7) 


= [1 - 1y; 


这 里 我 们 已 用 到 了 等 式 ( 见 § 2.3 中 (30) 式 的 推导 ) 
Aln) = A Abn) = og ks 


对 于 hi ,我 们 有 
m= Pala) 3 | tare Me)) 


= 2 cd 1 0 


0 ee! d 


(aa 


这 里 f(1) = max( 二 ， 1)。 应 用 引 理 3.3.4 的 (i) 与 (站) ,可 得 


I 过 1 i ep | )dt 


< (log N) Dmin(g, aoT 
x (lo Wo) CWNg™ 4 ww + og) 
又 ,应 用 引 理 3.3.4 的 (i) 与 (iii) 可 得 
me = Zp(O( 3 Aln)e Sn 


w<nd <N 
nw 


= pd) (2 An) SB 


于 < is 这 


< 3 > AC)min(, 1 


三 WR 


ee min(m ra7aT (DACn)) 


人 (log 的 (9) 


(8) 


d=<w 


对 于 1 » 我 们 有 


路 去 


站 wm nig (= 


wWw<n<N/w 


w<m<N/w 
me<N 
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其 中 etm) = (Bjo 将 (w， 分 人 0(log N) 个 形 如 


d |m 
d>w 
2 
(2iw ,2itl6w] 的 范围 中 ,这 里 i 为 整数 ,0 < i < JagCNZo-) 


log 2 
则 有 
[El a 3 Yetmy)] -| > AR)e wa = Zs 
i mE J. i 


n>w 
me<N 


设 Mi = 2'w。 由 Cauchy 不等式 可 得 
< CO etm) [2 | Zr AK) Cj。 


mEJ. n>w 


ma<N 


由 引 理 3.3.3 的 (iv) 和 | c(m)| < rt(m), 得 


> |c(m)|?* < M(log M.)’。 
mE J. 


再 令 N = NM7;l。 应 用 引 理 2.3.2 的 (xi) 及 引 理 3.3.4 的 (i) 与 
(ii) ,可 得 

| 

mE J m<n<N/m 


m(ni 一 n2)a 


= 2 ACmi)A(na)( 2 el )) 
WwW<hn 2<N; mE J q 
> A Nt najmin( Ms —— 
w<n,n <N. (Pi 要 7 ) 可 | 
MD ADD + Dmin( MRT > 


Ni: 
* (log We MiN';log Ni + Ni(log ND + 1)(M, + glog o) 
ea (N+ Mo! 4 VM 4 NaMr )(logt Na))’, 


其 中 J; = {m| jm 本 | 门 天 ,7 为 一 个 区 间 。 所 以 
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S? < (log(Ng))° (MN + NO + N*Mi! + Ng), 
S < (log(No))3((MN)L2 + NM-I2 + NM72 + (Ng)I2)， 
过 DOS< (log(Ng)) No + Ng ?+ (Ng)'™), 


(10) 
由 (6) ~(10) ,我 们 得 
S a (log( Ng ))*( Na-!® 十 (Wo Pe gq) 
~ (log(Ne)) (Ng 4 (NG) + WNW 4 4)s CET) 
由 (5) 及 (11) ,我 们 得 


Aln)e (na)| (1+xl|z pm max x ,| 2 Aln)e Se 


Wi | | Clog Way) YC "3 + a Fo i 

(1 4 wlzl)s 
证 毕 。 

引 理 3.3,6 设 Es 1, 上 tgp 为 整数 ,二 1,# = 1g 实 
1,(th = 1.» 1, 且 plk, 则 有 

@ DD 1 Ep OC) 


u<é 


(u,k)=p 
u=1(mod g) 

k/ | | 
(2) >, WE 2 4 i 
usé kh 用 Pp :| 
(三 韦 p 
+ a Ee 


这 里 y 为 Euler a > 2 的 (xii))。 
(i 0 < a x1,t 3 1 


Dar 人 a > a Re 
证 明 ;: (i) 由 引 理 2. 3.3 的 5 和 (i) ,我 们 有 


254 第 三 章 ”BDH 均值 和 


2 1 2 le 2 pl 


u<é m<é/p m<é/p | Et 
(wu,k)=p 和 m= to (mod q) Pp 
u=t(mod 9) P 
m= to(mod gq) 
= pti 2 寺 
| n<é/(n) 
p 性 (mod 9) 


(OC + 0O(1)) 
和 车 
k k 
= Sp + Or Ds 
这 里 to 和 | 为 适当 的 整数 。 
(ii) 引 理 2.3.2 的 (xii) 当 0 < x < 1 时 也 成 立 , 这 是 因为 这 时 
— logx = log 一 < erm 2 3 


所 以 ,由 引 理 2.3.3 的 ( 记 ) 与 (i) 可 得 
i sD DD pt) 


u<é u Pp u<é/p U Pp ue<é/p 


wt i 
(wk)=p (sys 
1 x DD ls -7 9 ) 
一 i ep jo 
p 


y -log t+ 0()) 


_ 人 (log 二 二 CE 4 
p Pp | 二 


已 


Oe( 
Pp 
(jii) 无 妨 设 & = 3。o 设 和 = [&j]。 则 
ph =<l+ 于 中， J | "dv< 本 


r 志 € 


证 毕 。 
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引 理 3.3.7 设 xw5 了 =1,l1a qsyn< Po 和 mn 为 整数 , (mw 
a) = Lyes(r) 相 cn(7) 为 Ramanujan 和 ( 见 定理 1.2.3 的 (iii)),x 
为 模 g 的 非 主 特征 ,ro(r) 对 于 正 整 数 r 定义 为 


ri = 一 ] 


1<d<0@ 
这 里 P 和 0 分 别 满足 (1) 以 及 定理 3.3.1 中 的 假设 条 件 . 则 有 
(3) Zro(r) esl) 一 Y [log(min( 二 一 Jog gj 十 


0 
0(0Q ep 
(六 》 当 生 室 包 轩 ， 
Dsrolr) en (r)x(r) = 0O(Op(m)(log log(6m))2)。 
证 明 ， (i) 由 定理 1.2.3 的 (证 ) ,我 们 有 


plq)p (rs) 
Dad) = DH et 


= 9(g)( Du(d)/o(d)( 2 ro(r))), 


dla 


(r Ee oe 
并 且 
i a 
r<Y nc n<Y/m nc ymsmin(Y/n, Q) ncy2 n= 
(r,qg)= g/d (mn,qg)= g/d (mn,g)= g/d 人 Ed 
一 | 十 S$» 一 Saw (12) 


假设 了 = gq”。 由 引 理 3.3.6 的 (i) 与 (ii) 我 们 得 
= 1 (zep(d) + O(r(d))) 


.| 
m<< 二 m< 
PpP(d 
S ya TY a 
| 3 (my,9) = 
mi 
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hy al Ee (log +7) - 45) (Dlo8 1 
“| 5 bs 


:| 


+ Ye yl 


人 De 


| 也 
| 


(leg 了 2 4 7)( > wp( 二 )) 
“| 3 


9 


一 )log u) 
图 ge log 
员 二 3 


+ Ot¥2 ip yy 人 
WE ‘| 
并 且 这 里 (使 用 引 理 2.3.3 的 (ii)) 


y!2 rb 
.| 4 


ey 3 . 了 二 0 


Tt q 
了 rt 


q 
i Yi2r2(g)。 


Yi = min(Y,O), 则 由 引 理 3.3.6 的 (i) 与 (ii) , 引 理 2.3.3 的 
(ii) ,以 及 引 理 2.3.2 的 (ii) ,我 们 有 


N | 
= 
| 3 了 mel n<min( 六 ,Y/m) | 3 m=< < ne 让 
人 pm 9 4g 4 (m,qg)=u q 
(n= 


(mn ) = 


人 | 
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这 
二 六 ns ] 


4 
(mg) =w (na 二 ) = 地 


= 2 > (yp(d) Et + O(r(d))) 


+ 要 (zep(d) Dy 


(m,q)=u 


和 
rE m=<Y Y <mey 


(m,gq)=u 


0(z(a) Hong 


2 yi a 2 一 ) + 0(r( 一 ))) 


Yo ( i ee at 


“| 


+ O(ar()) + 0(r(d)) ptt) 


| 了 4 


二 


d) 
0 


?Dupe) + Elo) Dup( 1) + 


| 4 ke 


+ O( Or(d)), 


中 二 


加 | 有 9) = Wi Per 
庆 pm 了 ) = 
理 >》 7L2 d) ( 和 1) 
“2 Wn 2 rl > lyr( oy 
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,Fyia 人 人 ) + O(r( 二 ))) + 
用 区 


O(r(d) DY 2g(— 5) 


x | 了 4 


= Ye Sup ) + Ol(Y Sr (gq))s 
| 了 


因此 ,由 (12) 并 应 用 引 理 2.3.3 的 (证 ) ,可 得 


ye 和 (lo Yi + 7)( Sup(T)) 


Pe “| 3 


(r,g) = 了 


TF (Dl) u) 


_ Pe (5 5 Het) + ol0r(d)), 
| 二 二 


Ad) .9(d) 
ics(r) rol 7) 三 P(9) saltY a (log 芒 


+ 7)( Dup(™)) 


"| 
Yo (Sup )log u) 
.|g 


Y (3 5 st) + 0 Qe(a))] 
| 
7 了 (log Y 4 DP) Pupls)) EL 


“| 
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一 )log u) 
0 3 
OS 
Fa ENE 


oo (0) 


二 (log Yi 十 D) Dp Ppl) 


a| 4 
ee wl Tl 
da| 2 
-DD Dr) 
slg 时 
+ Opt 3 
= (To 4 i q 
gq” 
+ WO (13) 


这 里 在 最 后 一 步 ,我 们 用 到 了 不 等 式 
2 
| sa 人 

rss Nar a 


(13) 是 在 Y= g 时 导出 的 ,这 说 明 引 理 3.5.4 在 Yq? 时 成 立 。 
大 了 < gq , 则 由 g < P< 0(ogx)- 及 引 理 3.3.3 的 (iv) ,我们 
有 
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q q 
) i 


(log Yi +7)-Y way 


a 
Zirolr)e (re gg, TD) < Jog g 


所 以 这 时 引 理 3.3.7() 仍 成 立 。 
(ii) 我 们 有 
>)ro(r)cs(r)X(r) = x(a)x(b)e,ab) 


i 


a<Q 
= 之 MX(a) Os xb) en ab ) 


bs<sY 


= ox) 3 x(k)( 2) clab)), (14) 


< be 
i ， 
b=k(mod 9) 


这 里 六 = Y/ao 令 nl = n/(n,a)。 由 引 理 3.3.6 的 (i) 我 们 有 
Saad = yt ea, 了 了 


bs 六 11 ) = 有 /d 
b=k(mod g) pene q) 
bs Y 


= p(n) eC wed) + Or(a))) 


a ad |in 
由 引 理 2.3.3 的 (i) 及 引 理 2.4. 0 
1 |u(d)r(d)| lL 
一 op(d) dt < | |i i 


= a = O((log log6n)”), 
又 ,由 于 g = 3,X 为 模 g 的 非 主 特征 ,所 以 由 定理 1.2.2 的 (ii) 可 
知 
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六 x(k = 0。 


k=1 
(Kya)s1 


因此 ,由 (14) 及 (15) 可 得 
Djro(r)c(r)x(r) = 0(Q9(gn)(log log6n)’), 
现在 我 们 来 证 明定 理 3.3.1。 我 们 有 
oa TAM) Dt DD An)y 
oh 


qs0 n=n,(mod gqg) 


ne<x 
n,<x,(n,,9)=1 及 


= Dr CRY 
oa 
人 Ce 二子) 


qg<Qls<sr<x-l 1 二 7 过 #-7 


(n(n+r),g)=1 


从 | 2 
= 2 Fa), 之 A(n)) (16) 


由 定理 1.6.1(iii)、 引 理 2.3.2 的 (xi)、 及 引 理 3.2.3, 我 们 分 别 有 
Sy Mn) = BB) OE s RB We 


(n,g)=1 


2 Rn) = > A(n) + O(I) = wlog % + OCX 


9| 


i ne<x 
py 
Dey 二 cllog 9 + cI7Y 一 C? 十 Oe, 
其 中 工 = log a 为 Euler 常数 ( 见 引 理 2.3.2 的 (xii) ) ,而 


al 
站 py dp(d) Ee dp(d) - 
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Men An ry I > 1 Ws 


l<n<x-r 
(n(n+r),g)>1 


所 以 ,应 用 引 理 3.3.3 的 (iv) 可 得 
5 3 2 ADA(nED) 


q<Ql<sr<sx-l ls<n<xw-r 


(n(n+r),g)=1 


mm 
p <% 


ak 


9| 


2 3 A(n)Aln + r) + O(D rr)) 


= 2 ey A 3 人 (mA 4 r)}a4 OG), 


ls<sr<sx-l ls<n<zx-r 


其 中 ro(r) = > 工 于 是 ,由 (16) 我 们 得 
Np: 
S(OQ,x) = xQlog yx — x (cilog OF ey = 6) 
2( > ) + 0O(Ox )， (17 
这 里 


2 = 2 ro(r )( 和 A(n)A(n + r))。 


I es WF 


rr 


我 们 可 用 圆 法 对 > ， 加 以 处 理 . 令 r = xP-43,PP 由 (1) 给 出 ,对 于 
满足 (a,g) = 1 及 1 < gq < gq <P 的 正 整 数 a 与 g, 令 m(g,a) 为 
如 下 的 闭 区 间 

m(gq,a) = Ea = (qr) .wr 
并 设 m 为 所 有 这 种 区 间 的 并 集 , 而 B 为 m 在 区 间 [z-1,1+ rt- 中 


的 补 集 。 容 易 证 明 : 石 sag) = (a d= lal 
ee P, 则 i a) 等 观 6 尿 ， a' ) 是 互 不 相交 的 。 
沿 记 m 是 一 些 互 不 相交 的 包含 于 [r- ,1 + rz- 一] 中 的 闭 区 间 组 成 
的 ,所 以 B 也 是 由 一 些 区 间 构 成 的 , 简 记 = rz” 。 设 

S(a) = 2 Mn)elna), elé) = exp(2x 花 )， 
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则 


AA + 7) = | Isa) l?e(- ra )da 
= | el (18) 


S(a) = > rol(r)e(- ra)。 


可 与 $3.2 的 (2) 与 (3) 之 间 的 讨论 类 似 地 证 明 : 对 任 一 a CE 3, 
都 存在 正 有 理 数 a/g,(a,g) =1, 昌 a=g+1l,g = |rj 或 1 < 


记过 全 有 二 下 过 使 得 


设 


nt 


TE, 7], 则 由 | (a -D -了 | . 元 及 引 理 3.3.5 可 


SN 
I 


S(a) = S{a = 1) (1 Wee ar) 


二 (xzr)L 4 a 9 2 de 


1 a < 9P<g<r, 则 由 la -| < 元 及 引 理 3.3.5 可 


Ua) {i 了 
nt 


因此 ,由 Cauchy 不 等 式 可 得 
2 co( 站 | 1S(a)12e(- ra ) da 


re<x—l 


l+E 2 
< (maxlS(a)1)| IS(a)S(a)|da 
gE E 


< 二 wp ET (19) 
这 里 (分 别 应 用 引 理 2.3.2 的 (xi) 与 引 理 3.3.3 的 (iv)) 
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n=) ls(a) lide = DA eu, 


p=)" la) ld = Do Dr «a, 
由 (17) ~(19) 我 们 得 
2 5) ro(r 1s(o)12e(- rma)da + O(Qx)。 (20) 
对 于 一 个 正 整 数 g,9 之 了; 令 


T .大 8 一 i .$1y, 
0(q) | 1 
0, 和 否则， 


这 里 9 的 定义 为 : 若 P - 例外 组 (y,%,B) 存在 , 则 0 = 1, 否则 
9 =0( 关 于 P - 例外 组 的 定义 , 见 定理 1.5.2)。 对 模 9 的 任 一 特 
征 x 及 实数 z, 令 

Sysa) a TACnjy(njetm) ty) = x(h) et) 
这 里 r(xX) 为 Gauss 和 。 又 令 

F(x%,z) = S(X0,z) - R(z), R(z) = Delnz), 
这 里 x0 为 模 g 的 主 特征 。 若 90(g) = 0, 令 
EF(yss) = S(ysa) ,2 Ys 

而 若 0(g) = 1, 则 令 

F(z) = S( Xo 32) + R(z), RCGz) = Sm-le( mz), 


(Ys 一 > . 天 Wy 天 Yanan 
当 w = 人 和 过 


可 与 83.2 的 (14) 同样 地 得 


9 4 人 ~ 
A ) 0( )r(Yx0)Y(a)R(z) 
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Xmod 9 
由 此 可 得 
|r(XXg)|? | (2) 1? 
| 有 二 gly | 要 了 了 
”人 AR Ry (oe Xe) 
op”(g) 


0(9)1(9)R(z )X (Ca) EK) F(z) ) 
vw Cg) 


[x(9) | R(z) | 
OA a | ZC) rR PY :| 3 


ee 
| Pade py ,aly 


Xmod g 


+ OC | DX) rR P71) 

BO(q) | ri Xxo) zy) 
p(gq) 

> 2 x(a)r CA) P(X, z)| NEY 4 OLY 


三 = S++ Ol »， | 8; | Ds 
l<si<4 S<i<ll 


由 Cauchy 不等式, 可 知 57 EE S11 Si0o 所 以 我 们 只 要 人 处理 S; 、 5 
0s 令 玉 外 为 闭 区 间 [-《 呈 六 1 (交大 !] ,我 们 得 


| [IS(a)|*e(- ra)da = 


. a | 
op( 


-> 全)|2e(- r( + 2z))dz 
> | Tots se) AS a 


gs<P(a a 1 作 9) 


一- > (全 | (2 3- OX 2 |S, | ))e(- rz)dz 


gsP(a,g)=1 d 5S<i<ll 
l<sa<qg 1 天 10 
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~ - 2)| 4 8(— rz)dz 


l<i<4g<P(a, 2 ] 
lsa<g 


iO( 2 2 | | Si| dz) 


5<i<llg<P(a,g)=1 
i¥10 ls<a<g 


= ls 本 


l<i<4 Se<iell 
i¥<10 


我 们 估计 7s。 由 Cauchy 不 等 式 可 得 
Ts < (SD gD Den), Ss| )dz)2)z。 


;9)=1 


由 引 理 3.2.3 可 知 i 


， i < log P < (log i 


gs<P 


再 应 用 关于 积分 的 Cauchy 不 等 式 ,对 固定 的 g, 又 得 
1 
(i 2 ,155|)dz) < p4(9) 


(a,g)=1 
lsa<g 


其 中 


和 
和 | Ra)12 < | 1R(z)12dz = x+ 0(1), 
I(g) -7 


p=|, (5 | x rx) Fx,2) |)dz 
1(g) (a,q)=1 x(mod 9) 


< POD) NTF) de); 
这 里 我 们 已 用 到 (可 由 Cauchy 不 等 式 及 特征 的 性 质 得 到 ) 


( ， | 这 Ya)t(y) F(x, | 


lsa<g Xx(mod g) 
(Wg)s1 


< 9(g) 2 | 2 x(a)r(K) F(x ,2) 1 


(a,g)=1 Xmod 9 
lsa<g 
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= 92(qg) >，|r(XY) F(x ，z)|2?。 
因此 
Te DD sd DID Pa) as), 
(22) 
接 下 去 ,可 与 $3.2 的 (21) 与 (22) 之 间 的 那个 估计 类 似 地 得 (又 
参见 $3.2 的 (18)) 


二 加 
和 ro (DPF 


0 2 . 
二 p(9) FO,2) 12dz) + L 751 十 


prsr*!, (23) 
其 中 


Ts = > ,| P(X») 1 dz)。 


3<m<P 


对 于 给 定 的 正 整 数 m,3 < m < P, 及 模 m 的 任 一 原 特征 x ,我 们 

可 与 83.2 的 (38) 类 似 地 得 到 

me (ya | dua lk re) + 六 Cr 
二 全 (24) 

其 市 香 志 天 志 全 (ago rh 六 mnr， ST 表示 对 于 


| 六 
L(s,X) 的 所 有 满足 o = B+i|1i < 7 及 o zz 有 ,1 -6 的 非 平 
凡 零 点 o 求 和 ,有 为 已 - 例外 零点 (当然 可 能 请 不 存在 ,定义 见 定 


理 1.5.2)。 接 下 去 ,我 们 又 可 与 $3.2 的 (41) ~ (46) 类 似 地 证 得 
(应 用 本 节 (1) ) 


2 Wi ye-l(log L)? 


3<sm<P xmodm | | a7 
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a (25) 


这 里 y = x7- ,8 =1- 了 本 = log( P(T +2)),cz 即 为 定理 
1.5.2 中 的 常数 。 由 (24) 与 (25) ,我 们 得 
ma ”eat Te ey 


3<m<sP Xxmod m | | < 3<sm<P xmod m | | 二 而 
+ wT 3 PG 2 ) a wb (26) 
设 g < P, 我 们 可 与 $3.2 的 (49) 和 (51) 类 似 地 得 (注意 ,这 里 


qr,1(9) = [- (gr)!,(gr)- |]) 


CI 
| TCR 人 已 (Es 
4 


¢ | 


wt 2 aT 
Ea 
i Ya (7 
这 里 >， 表示 对 5(s) 的 所 有 满足 o = 8+ 立 和 |i| 三 了 的 非 平 


| 1 


凡 零 点 o 求 和 ,8" = py -= ng 大 29 6 为 定理 1.3.8 中 


的 常数 ,由 (22)、(23)、(26) 和 (27) ,我 们 得 
Fe ze Wh Es 
类 似 地 ,我 们 有 
Pe Ls 
应 用 Cauchy 不 等 式 , 容 易 得 


Ts < DD lg) |) RC) le 
省 
| (| | RE) | 2d : Cgey2 
gsP a 


多 1 
< 二 si < 二 - %3 ， 
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Ty < L? 20(9) | r(Xx%) 和 ,| R(z) | dz) 
人 志明 “wg 


< Di) IKRC)1d) 


m=<P 


pr 了 全， 


me<P ( 


i 0 a 


Th < D2 0) se ED 
对 于 73 ,我们 看 到 
0(g)K(9), ar 
Ty = -2 C2 g Xu) Ne) 区 


qsP 9°(g) (wg) = 


lsa<q 


(| Za) + Fz)e(- m2)dz), 

I(g) 

由 引 理 1.1.3, 当 0 = 1 时 可 得 

WE 之 人 le(nz) = | (f= be (Delnz))du 十 
+ (Zena)), 

因此 ,应 用 引 理 3. 3. 4 ) 可 得 

ba a {tls= ;)|” me Te) 向 -Timin( [| ) 


LC = BD)| Ed 


< min(x, 
| zj 
< min(#, eT) (28) 


应 用 引 理 3.3.4 的 (i) 可 知 | 7(z)| 二 min(x， | : | )。 由 此 及 (28) 
可 得 


i 
| T(z).: Tz) e(—- rz)dz = 人 T(z): 全 rz ) 
1(gq) 四 


a 
2 
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1 
2 1 az 
十 0o( min, sl )“dz) 


于 
~ We od ee 
1/gr 名 


m-n=r 


= (ya (29) 


r<m<x 


因此 ,车 设 (Y,Y,) 为 已- 例外 组 , 则 


> rp ot 1 a | 


gy<P (a, gy) = 1 
(gq,Y)=1 lx<a<gy 
XC im! + Ogr)js (30) 


r<m<x 


对 于 0 = 1, 由 引 理 1.2.3 的 (i) 与 (iii) ,我 们 有 


2 Wal 二 这 i oe dy 


(a, gy)=1 qq (x1,%)=1 (#3,9)=1 dd 
AN l<x,<9q 
ls<a<g,y 1<x<% 2 
~ ~ TX 
= Y(t 2 Kjell a 2 三 = 一 )) 
《2 的 三 (x, ,9) = 
ls*,<9g 
1<x] <Y 
= (qr) rt Not r)s (31) 


其 中 我 们 注意 到 , 当 xi 和 x; 分别 通过 模 gy 和 模 g 的 一 个 缩 剩余 系 
时 , 形 如 qxX1 十 GX2 的 数 通 过 模 qq 的 一 个 缩 剩 余 系 类似 地 ， 由 年 
理 1.2.3 的 (i) 与 (ii) 可 得 

r(Xx%) = 2 (XX )( a)e “( 2 


1<a<4% 


(a, gy)=1 
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0 (PL + Ge) 


NA lax Xo EI dd 


-= Y(g)( > Y(xi)e(2 人 人 


1<x2<4 


(x 2 9g)=1 


l<x% x] < 闻 


(z= 


= X(g)t(X) (gq)o (32) 
由 (30)、(31) 和 (32) ,并 应 用 定理 1.2.3 的 (ii) ,可 得 


Ty = tu(Y) (321 二 0 (re 门人 3 


加 三 书 
(9q,9q9)=1 


+ O(A), 
里 (应 用 引 理 2.4.2 的 (iii)) 


2 


NV 

dd zt qd 

Ns >, ee < r > 一 一 过 rpP(log7)2。 
gr 9 (gq)9p(g) gsP 9p”(g) 


由 定理 1.2.3 的 (ii)、 引 理 3.3.7 的 (ii)、 引 理 2.2.3 的 (ii)、 引 理 
3.3.3 的 (iv) 及 引 理 2.3.2 的 (viii) ,我 们 得 (注意 ,0 = 1 时 4 二 3) 


2 ro(r)Ts =— Ou(Y) Sl 9|A(9)| 


r<x-l l<me<x 9"( gg) 


加 < 已 


(9=1T) 


x (Djro(r)X(r)e(r)) + O(rP(log LY >vr(r)) 


_ SEAC)) a 
= O(00x(log L) re ee ) + O(rP(log L)2xL) 
= O( OQx(log abs i) + O( Ox) 

= O(QxL' (log L)’)。 (33) 


类 似 地 ,我 们 得 
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> ro(r)74 = O(QxL'?(log L)’)。 (34) 
我 们 有 (参见 (29)) 
0(9)| eCXXe) |2e tr) 人 
72 = 之， a d T(z)|“e(— rz)dz) 
八 v 0 _ 
SY rt So nti 二 
0(9)|r(CYX5)| cr) sn te B-2 
= 上 了 nm (| (B= 1l1)u" “du 
ws 三 村 | ra ole ry 


由 定理 1.2.3(ii)、| co(7r)| < p(q)、 引 理 2.4.2 的 (十) 以 及 gj 三 
已, 可 得 

0(9)9r 

op”(g) 
因此 ,由 引 理 2.3.2 的 (ii) 及 引 理 3.3.3 的 (iv) ,我 们 得 

Zto(r)t 2 ee [at Yo le lr |) 二 >vr(r) 
< xPrL’ = OUCOx )。 
于 是 , 设 y = x - 1, 并 交换 积分 与 求 和 的 顺序 ,可 得 
Oo rly 
Zrol(r)T, 四 a 9"(g) x 


~v 


| | < (gj < Mr < PL, 


So > ra ”人 Ey 


入 0、12 
三 AC 1 (DmPil) Bl) x 


a 9p"( q) m<y 
ULB-2( ro(r) Co Ar 


m<r<x-m 


+ me 2 rolr)e ltr))]) + O(Qx) 
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wp / 
a ur 


gs<P my 


0 ro(r) eer) dw 


u-m<r<x—m 


mit 2 rolr)o(7))]) + O(Qx). (35) 


设 09(g) = 1 -用 引 理 3， 3.7 的 (i) 去 处 理 (35) 式 右 边 最 内 侧 的 求 
和 ,得 


>》 Tor /BLr) [ww -mm)log(mints = Wm 0)) 


- (wu- m)log(min(u - m,0))) 人 
P(9) 


千 革 流 二 地 (天 一 logg) 


条 AD ma 
所 以 在 六 三 1 时 


pep = he C8 = Du 2 | vbr pert Phy 


. 之 mm | -ne (sm)(log(min(w = m0 WY 


二 g) = n ~ mloe(min(w - ms Q)) + Y — log qdw) 
3 
qd 
于 Oi(%O 了 


03 
= 711+7+13+ Oi a 
这 里 
m+Q ~ - 

1 = 之 机 Bp (BB TYar [w= mllog O47 

0 oe gq) jdu) 
= > (mm + 0O))2-1(x -1 (le OY = bopg) 

i 
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3 (m(m + 1) -1[ (x —- m)(log OQ +7Y -logg)+logg-— yj]+ 


m<x-0 
- m+Q - 
2 mB] | 
m<x-0 m+l 
I, = 1 护 B- 和 ,BE- Du (x - m)(log QO +Y -log gq) 
m<x-0 


ey Re OQ+7Y—- log gq) ldu) 
ee (mlm + Om ONIEQ 4 7 = lg 


十 2 p> i ul1(log Q +7Y- log g)du) 


m<x-0 
13 = ， mi(| (8-UDue 2[(x 一 mm)(log(x 一 mm)+Y- 
x-Q<m<x-l mt+ 


log gqg) - (u — m)(log(u - m) + 7 - log q) jdu) 
=- 2 (mm+1))e-i[(x -mm)(log(x -mm)+y7 


x-Q<m<x-l 


— log 和 mB- .i ub-l(log(u - m)+7Y 


<m<x-l 


— log g + 1)du), 
并 且 , 在 9 = 1 时 我 们 有 


RO mm (于 ro(o( 站 ) 


“ 2- “[(x- m)(log(min(x -mm,O))+7Y - logg) 


<x-l . 
RE 
和 ea mx- m)(logQ+7y- logg) 
m<zx-0 


+ 之 m2(x-m)(log(x - m) + 7 - log g) 


x*-Q<m<x-l 
3 


了 
Pd ) 
因此 ,在 9 = 1 时 (注意 ;许多 项 互相 抵消 了 ) 
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A El = Del ;yl sotrye (rd 


m<7Yy um<r<x-—m 


Ts = 


5 mi+CO - 
= > mp-1(| eiler(w m4 og + Ddw) 


m=<x-0 


m<x—0 


一 mp-1( | uh! (log(w — m) 7 = logg 1)di) 


a-Q<m<x-l 


了 
+ O(w0 gay” 
= 六， 咕 让 1 下 - (m+ QF)(log 0 + Y - log g) 
m<x—-0 
Es mB-1(|™ ub-log(u - m)du) 
ep, m+l 


十 办 mi(| uf log(u = Wt) 


x-Q<m<x-l 


gq 
O(xO al (36) 
由 (35) 及 (36) ,我 们 得 
Ee i E 
7 ralr B= > ; (wx? = (m+ OF)x 
rsx—l m<x—0 


\ 0(9)| (XXxg)|? 
(之 (log OQ + y - log gq)) 


S min(m+Q,x) - 
下 人 访 ， mB-1(| We! 


m=<x-—1 mm 十] 


ea 
log(u — I 


< 
0 0D |r) -9 )。 (37) 
gqg<P | (gq) 
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由 (25)、 定 理 1.2.3 的 (ii)、 引 理 3.3.6 的 (ii)、 引 理 2.4.2 的 (iii) 
与 引 理 3.2.3, 可 得 


和 le 3 [Ee 
qxsP 4P qd 


sp MP(mg) 
(m,Y)=1 

a ee 
| 

gt) 2 OE 


(m,Y)=1 
类 似 地 
10(9)|r(XX4) [logdg 
2 
9 学 | w(m)|(log 4 + log m) 
gm<P mpl mq) 
( m)=1 


_ jlog9 [4(m)| 
p(¥) Cm 
(m,Yy)=1 
pt EC he 0(P-12), 
me 


0(9g)1z(MXe)l2 ov lem)| 
名 qp(q) ”之 mg (md) 


(Ym)= ] 


六 二 了 7 
m=1 mop my) 党国 | 
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oD | AA gy lem) lm 
2 9 (9g) mp 
(Y¥,m)=1 
0 [Kk(m)|m’ 
和 PGJ 之 ~ ee 
(m, hs 1 
< (log 中) me Dlog EL) 


因此 ,由 (37) 我 们 得 
2) TO 路 = 让 二 mB - (m+ 0Q)8)[C(Y)(log OQ + 7) 


r=<=x-l m<x-0 


- C1(9)] 


min( m+ 
+ CU 2 me 可 yb-log(u -mm)du))， 


十 O(CxOFL (log DT (38 ) 
此 处 
| 
Cs (gq) 2 gqp(q) ， 


(gq,Y)=1 


so Ti 1 = I4(m)|log m 
Ci(g) = C(g)logg + p03) > es 


(m,Y) | 


对 于 71, 与 对 7 的 处 理 类 似 地 ,我 们 有 
= 1 ,| T(z)|?e(— rz)dz) 


g<P 


= eo € ok ry = 守土 Q( gar)) 


= 2 本 Geil )(| dw) + OzPE)s 


因此 ,交换 求 和 与 积分 的 顺序 可 得 
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Dan)n, = D (Pro ra C7) qu)) + OwepL?) 


= 2 et [ (Zroln) a (r))du) + O( Ox%), 


这 里 y= x -1 并 目 我 们 已 应 用 了 | ce.(7)| < pg(g), 引 理 2.4.2 
的 (iii) 及 引 理 2.3.2 的 (viii)。 进 一 步 ， 由 纪 | 理 3. 3.7 的 (i) ,我 们 得 


sl (Zrolr je 六) jw -| [(u(log(min(wu,0))+7Y 


化 
- log g} da + Q(xw0 ee 
Q 
= | wl log wt 7 - log wy)du 
gq” 


| aos O+7Y-logog)du+OCxO FO)) 


= xz(log QO + y -log qg) + O(xwO A 


因此 
人 本 2 lz(q)| 
22ro(r)7 一 和 2 4) 
3 IL(qg)|log 9 
和 ee ) + 0(%Q 2 让 B00) + 0(0z)。 
由 5| 理 2.4.2 的 (iii)、 IE. 6 的 (证 ) \ 及 引 理 3.2.3, 可 得 
IAAC9q)| | Kg@) ogg ， -3 
2 gp(qg) I gp(9g) + 0( 2 ) 
二 C1] 十 0O(P- ya 
Pe Pp _ ~ |4(9)|log 4 3 次 
2 gp (gq) a gqp(q) 一 0( 2 ) 
= cy 十 ee Wey 


es < (log 多 2 ) < 二 LD (log EY 


gsP 9 


其 中 ci 与 cz 是 由 (17) 式 中 给 出 的 常数 。 于 是 


1 
> rel ri 一 xz2(log OQ + 7Y ) ci 一 广 C2 和 十 


r=<x—l 
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O(xQL!'®(log Lys (39) 

由 前 面 对 于 7 和、 全 TssT6 及 Ti 的 售 计 ;以 及 引 理 2.3.2 的 

(ii) 和 引 理 3.3.3 的 (iv) ,可 知 

2 Tor 2 Nm eal pL Qe (40) 

由 (17) (20) (21) 、(33)、(34) 、(38)、(39) 和 (40) ,我 们 发 现 (17) 

式 中 含 x* 的 项 被 抵消 了 ,并 得 

S(Q,x) = OQxlog x + 20 ， 2 二 0)8) x (Cag) 
m<x-0 B 

(lew O47) ~- CG) 420 * CU 

( : mb] wb-llogln -mjdu))》 

| OC Ox {log L))s 
证 学 。 
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令 


a YT Rl Aln) 


gq<0 ds (r,q)=1 m=r(mod g 
l<u=<y l<r=<gq nx 
] 二 
a 2 | 
0 df (ns Hk=1 


由 §3.2 的 (9)、(10) 两 式 可 知 :7T(0,x) < S(0,x); 并 且 , 从 定 
理 3.2.1 的 证 明 过 程 来 看 ( 见 § 3.2 的 (12) 的 推导 ) ,实际 上 我 们 
已 证 明了 : 硅 把 S(0,x) 换 成 T(0Q,x), 则 定理 3.2.1 仍 成 立 。 我 
们 认为 可 对 T(Q,x) 建立 一 个 与 定理 3.3.1 类 似 的 结果 ,但 具体 
的 处 理 方 法 将 更 加 繁琐 。 


附录 一 。 复 分 析 中 的 奢 干 基本 概念 和 原理 


解析 数论 之 所 以 被 称 为 解析 数论 ,就 是 因为 有 了 复 分 析 工具 
的 介入 。 函 数 的 自 变量 由 实数 扩充 为 复数 ,就 使 我 们 可 能 容 多 地 
处 理 一 些 困难 的 问题 .这 里 我 们 就 将 本 书 中 用 到 的 复 分 析 内 容 加 
以 说 明 。 

(1) 解析 因数 的 定义 

复 平 面 上 的 开 连 通 集 简称 为 域 。 设 f(z) 为 定义 在 域 2 上 的 
一 个 复 值 函数 f(z) 为 域 O 上 的 解析 函数 ,是 指 对 任意 的 zo € 0， 
极限 

A\z) = A: 3 ay, 


= 
部 存 在 ( 即 是 一 个 绝对 信 有 限 的 狼 ， 这 时 把 它 记 为 f(z0) ,并 称 之 
为 f 在 zo 点 的 导数 )。f(z) 在 2 上 解析 , 当 且 仅 当 对 任意 的 zo € 
Q2,f(z) 在 z = zo 附 近 都 可 展 成 绝对 收敛 的 需 级 数 , 即 存在 r > 
0， 使 得 当 | 。_ | < 7 了 时,zEQ 日 


MM 二 i 3 BW 


事实 上 , 若 f(z) 在 包含 于 域 2 中 的 某 个 圆 盘 {z ||jz- zol < RI 
中 解析 (R > r), 则 它 的 这 个 圆 盘 中 都 可 以 展 成 这 个 才 级 数 。 

我 们 说 f(z) 在 一 个 有 界 闭 集 已 上 解析 ,是 指 f(z) 在 包含 天 
的 一 个 域 中 解析 。f(z) 在 一 点 zo 处 解析 ,是 指 存在 zo 的 一 个 小 圆 
形 领域 ,使 得 在 其 中 f(z) 逐 点 可 导 。 

(2) 线 积分 的 定义 

( 工 ) Riemann 积分 的 拓展 。 设 f(1) = wu(1) + jp(t) 为 区 间 
[a,b] 上 的 一 个 复 值 函 数 ,u(i) 与 v(t) 为 实 连续 函数 , 则 我 们 定 


lim 
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| Fod = | wd + i| vw dio 
〈 工 ) 线 积分 。 设 7 为 复 z 平 面 上 的 一 段 弧 , 其 参数 方程 为 


z= z(t) = %(i) + W(t 
x(t) 和 y(is) 都 在 [a,5] 上 有 连续 性 函数, 有 征 z' (2) = x'(i) + 
iy'(t) 头 0o 设 f(z) 为 定义 于 y 上 的 一 个 复 值 连续 函数 。 简 记 
2 6 则 我 们 定义 


[WKE = | f(D)# a1, 


其 中 等 式 右边 的 积分 按 (D 中 定义 。 于 是 , 若 令 f(z(1)) = w(i) + 
iw(1),u(t) 与 v(1) 为 La,b] 上 的 连续 实 函 数 , 则 


| Ad = | CD -oy C0) des 


:| Ca) + vw C0) dr 
显然 ,由 定义 可 得 
aoazl < sD))# (Dla 


(3) 解析 也 数 的 零点 孤立 性 

设 f(z) 为 域 2 上 的 解析 函数 ,ALz) 不 恒 等 于 零 。 设 zo 为 
有 九 直 在 0 中 的 一 个 零点 , 即 站 和 0 上 且 成 as 0。 则 存在 x > 10. 
使 得 当 | > - zol < 时,z 七 全 且 

Hl2) = (2 Hn) sl), 

其 中 为 一 个 正 整数 ,g(z) 为 圆 盘 |z ||z -zol < r| 中 的 解析 函 
数 , 且 g(zo) 闫 0oh 称 为 零点 z 的 阶 。 由 此 容易 得 到 :存在 mn， 
0 < ri < 了 ,使 得 当 0 < lss 站 | < rl 时 ,f(z) 头 0。 这 个 性 质 被 
称 零 点 孤立 性 。 根 据 零点 孤立 性 和 “绝对 值 有 界 的 复数 序列 必 有 
收敛 子 列 ” ,容易 导出 : 一 个 不 恒 等 于 零 的 有 界 闭 域 上 的 解析 函 
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数 ,在 这 个 有 界 闭 域 的 内 部 仅 有 有 限 多 个 零点 。 

(4) 解析 开拓 原理 

设 fi(z) 与 f(z) 分别 为 域 291 和 0， 上 的 解析 消 数 ,0Q| Cc 
022,01 关 022) 且 当 z € QQ1 时 ,fi(z) = f(z), 则 我 们 称 户 (z) 为 
fi(z) 在 Q， 上 的 解析 开拓 。 这 个 f(z) 在 这 种 意义 上 是 唯一 的 , 即 
若 Q2 C 0Q3,0Q2 关 023, 且 f(z) 为 03 上 的 解析 函数 ,万 (z) = 
f(z) 当 z E€ oO 时 成 立 , 则 当 zE 02 时 , 必 有 户 (z) = 万 (z)o 这 
个 原理 容易 由 (3) 得 到 ,因为 函数 f(z) - fs(z) 在 QI 上 为 零 , 重 
它 在 Q， 上 不 恒 等 于 零 , 则 由 (3) 可 知 当 zo€ Q1 时 ,应 存在 r > 0， 
梧 得 当 z 志 DD 有 HO<|z-wll < rH (2) = Bz) 0, 得 这 与 
(2) = (2) = (a 下 丑 。 

(5) 对 数 函 数 log z 可 定义 成 为 复 z 平 面 上 去 掉 原 点 与 负 实 轴 
后 得 到 的 域 2 上 的 解析 函数 ,对 于 每 个 复数 ,z,z 承 0, 对 数 log z 
可 以 定义 为 满足 
2 
的 任何 一 个 值 。 但 是 很 明显 , 若 z = re”*,r > 0,0 < 0 =<2x, 则 log z 
可 取 任 何 形 如 

oe r 和 让 二 hr 0 1 
的 值 。 注 意 到 ,2 = lzlz = re?,r > 0, -x < 9 < ,因此 , 寿 将 
z 局 限于 Q 中 ,并 对 z = re*,-xn<0<X, 令 
log z = logr + wd, 
则 log z 成 为 单 值 函 数 , 旦 从 log z 在 Q 上 连续 及 z = ez, 可 以 证 
明 log z 为 0 上 的 解析 函数 ,log z 当 z € 2 时 的 这 个 定义 被 称 为 
记 人 bo 针 i | 和 | 7 时 s 令 


Fs) = Tog + a PW = > Tl, 


n=1 


其 中 对 数值 取 主 分 支 。 根 据 我 们 的 解释 ,f(z) 为 2 上 的 解析 肯 
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数 。 由 定义 不 难 证 明 F(z) 也 为 2 上 解析 函数 。 若 |x| < 1,x 为 
变量 , 则 由 Taylor 展 开 式 容易 证 明 f(x) = Cx)。 根 据 零 点 孤立 
性 ( 见 (3)), 不 难 证 明 硅 z € Q21, 则 f(z) = F(z) 总 成 立 。 至 于 指 
数 函 数 e, 则 定义 为 
一 
这 个 无 穷 级 数 对 任何 复数 z 都 是 绝对 收敛 的 。 
(6) 极点 与 残 数 
若 f(z) 在 一 个 无 心 圆 盘 |z | 0 < |z - zol < r} 中 解析 , 且 
lim f(z)| =+ wm, 则 称 f(z) 以 zo 为 极点 。 这 时 必 有 
lim(z - z0)f(z) #0, 
因为 否则 将 能 证 明 zo 为 f(z) 的 可 去 奇 点 , 即 存在 一 个 在 某 个 小 
加 {|z||z-zol < pr 中 解析 的 图 数 F(z )s 使 得 当 0 < ER < 
ri 时 ,F(z) = f(z ) ,于 是 lim | f(z)| = lim| F(z)| =| F(zo)| 为 
一 个 有 限 的 数 ,这 5 于 因此 , 知 令 


|| < r， 


g(z) = pr je 
0 os 
则 根据 定义 可 验证 g(z) 在 0Q = |z|ljz- zol < ri} 中 解析 , 且 


g(z0) = 0。 由 (3) 中 的 讨论 可 知 , 存 在 一 个 在 2 中 解析 的 函数 
F(z) 及 一 个 正 整 数 h ,使 得 当 z €E 0Q 时 

UE a 
0 

f(z) = (z - 20) -6C(z)， 
其 中 C(z) = (F(z))-,G(z) 为 2 上 的 解析 函数 。h 称 为 极点 zo 
的 阶 数 。 根 据 (1) 中 的 说 明 , 当 z € 0Q 时 ， 
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G(z) = Dy ats — Zz0)", 
目 这 里 的 无 穷 级 数 是 绝对 收敛 的 。 相应 地 , 当 zE€ 0Q,zz 关 zo 时 ,我 
们 有 
f(z) = ao(z - 0) 二 二 一 20) + :Gp 
十 要 a Ba 
我 们 称 这 个 表达 式 中 (z - zo)- 的 系数 aj_1 为 f(z) 在 极点 zo 处 
的 残 数 ,并 记 为 Res,-, (f(z))。 我 们 可 以 这 样 解释 这 个 概念 , 妈 
若 设 7 是 以 zo 为 ' 的 半径 充分 小 的 圆周 ， 我 们 取 f(z) 沿 7 的 积 
时 ,可 以 在 f(z) 的 级 数 表 达 式 中 逐 项 取 , 则 由 于 (m 是 整数 ) 
1 . 知 玖 天 = 工 
eal (z - zo0)"dz = | 
我 们 便 得 到 
2] Fa)dz = one 
由 f(z) 的 需 级 数 展开 式 容 易 看 出 
mi = Res(f(2)) = E177 lm(f(z)(s - ao)9)0-0， 


这 里 (.)'*-? 表示 求 (h - 1) 阶 导数 。 

(7) 矩形 与 贺 盘 的 残 数 定理 

设 R 为 复 平面 上 的 闭 和 矩形 区 域 ,函数 f(z) 在 9R 上 解析 ,在 
R 的 内 部 为 亚 纯 函数 ,以 z1，,…,z 为 极点 , 则 有 

a],, AMadz = >) Res (f(s)), 

其 中 3 及 表示 尺 的 边界 ( 沿 反 时 针 方向 ). 类 似 的 结论 当 及 为 加 和 
时 也 成 立 * 这 个 结论 的 证 法 ,是 以 每 个 极点 为 心 做 贺 形 小 邻 域 , 然 
后 应 用 矩形 的 Cauchy 定 理 ( 即 若 F(z) 在 尺 上 解析 , 则 沿 3 尺 积 / 
为 零 ) ,注意 反 向 积分 的 抵消 及 (6) 的 解释 。 
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(8) 域 中 导数 恒 等 于 零 的 解析 图 数 必 为 稼 数 。 域 内 绝对 值 等 
于 常数 的 解析 函数 也 必 为 常数 。 
设 f(z) = u(x,y) + 记 (x,Y) 为 域 2 上 解析 函数 , 且 f'(z) 
= 0。 解 析 函 数 的 实 部 与 虚 部 满足 所 谓 的 Cauchy-Riemann 方 程 , 即 
u 与 7 都 对 x 与 y 连续 可 导 , 且 
du ar ax an 


ax ”9y， ay 一 ax? 
这 可 以 根据 复 变 函 数 导数 的 定义 获得 .于 是 ,由 f'(z) = 所 


9 
人 > 0, 可 得 
多 


由 于 域 中 任何 两 点 可 用 每 小 段 分 别 平行 于 两 个 坐标 轴 且 包含 于 
域 中 的 折线 加 以 联结 ,而 者 xo < xi,u(xo,Y) 与 w(xi,y) 是 折线 
上 两 个 相 邻 的 点 , 则 由 实 函 数 的 Cauchy 中 值 定 理 可 知 


9 
Uwos¥) = u(x1,y) = (xo — x1) (3 = 
XI(€,y) 


其 中 实数 & 位 于 区 间 (xo,xi) 中 。 所 以 w(x0,y) = w(x1,Y)。 类 似 
地 , 硅 u(x,yo) 与 u(x,y1) 是 折线 上 两 个 相 邻 的 点 , 则 必 有 
u(x,y0) =wu(x,y1)。 由 此 可 知 对 域 上 任 两 点 (xo,yo) 与 (xi1， 
Yi) (v0 70) = 5&(Csiv7yijs 关 于 v(%s7y); 也 成 立 同样 的 结论 。 于 
是 ,对 域内 两 点 z 与 z, 必 有 f(z) = f(z')。 即 f(z) 为 常数 。 

在 | /(z) | 为 常数 , 则 w+ 名 为 常数 ,于 是 w+ 对 x 与 y 求 
导 都 为 零 , 即 


由 此 及 Cauchy-Riemann 方程 ,可 知 
9u Av Ay 9 


Wg tg = 0 -— 二 0, 


286 BDH 均值 和 


因此 当 巡 + vw 了 0, 即 f(z) 不 恒 等 于 0 时 ,可 得 


au _ca_ go _ on_0 
ax =ax=ay=ay= ， 


所 以 f(z) 必 为 第 数 。 

(9) 最 大 模 原 理 

设 f(z) 在 有 界 域 O 上 解析 ,3Q 表示 0 的 边界 ,在 闭 集 Q U 
3a0 上 f(z) 连续 ,有 是 f(z) 不 恒 等 于 常数 , 则 | f(z)| 当 z€ QUan 
时 的 最 大 值 只 能 在 22 上 取 到 。 首 先 , 复 平 面 有 界 闭 集 Q U390 上 
的 连续 实 函 数 | f(z)| 必 在 其 中 有 最 大 值 , 但 | f(z)| 的 最 大 值 不 
可 能 在 2 中 的 任 一 点 zo 上 取 到 ,否则 | f(z)| 将 在 zo 的 一 个 包含 
于 0 中 的 小 邻 域 Q1 = {z 1|z- zol < rol 中 为 常数 ,因而 由 (8)， 
f(z) 将 在 Q1 中 为 常数 ,再 由 (3) ,就 可 知 f(z) 在 Q 中 (从 而 在 Q 
U 90 中 ) 为 常数 了 ,这 与 假设 条 件 了 矛盾 。 为 说 明 这 一 点 ,可 设 
flz0) 洒 Rn 得 

f(z0) = | fAz0re 3 dg, 
这 里 y 是 圆 盘 O(r) = {z ||z- zl = rr 是 任意 一 个 使 得 
0(r) co 的 正 数 。 若 1/(zo)| 是 最 大 值 , 则 一 方面 对 每 个 0 都 
有 |f(zo)| 二 | f(zo + re”)| , 男 一 方面 ,由 f(zo) 的 积分 表达 式 可 
得 
[F(zo0)!| = | I + tes )|d0s 

若 有 一 个 bo € [0,2r] ,使 得 | f(zo + re%)| < | f(zo)|, 则 由 连续 
性 可 知 存在 6 > 0, 使 得 当 |0 - bo| < 6 时 ， 
[f(zo + re*) - f(z0 + re'o)| < 人 -|f(zo + re™o)|)。 
于 是 , 当 | 四 一 | 冯仑 友 ， 


Peso 4 wo?)] < S| pCa0)] + [Fa0% wt)[) = ho 
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Pi = {0|0 € [0,2x],|10 - 00| > 6}, 

nm 三 1 人 [02e] 18 一 全 | < 时 ， 
则 集合 El 和 E, 都 由 有 限 个 区 间 构 成 , 且 当 9 € El 时 

[f(z t+ re )| < |A(w)|, 
当 09€ E, 时 ， 
[Cw 4 we < A [A am) |s 

于 是 ,大 用 yj(Ei1) 与 ACE2) 分 别 表示 Ei 与 ,的 Lebesgue 测度， 
我 们 看 到 (注意 :u(E,) 三 9 > 0) 


2 区 
= | f(z0 + Yee) | al 三 a + |],) 
< (f(z0) p(B) + h(E)) 


< (Nf(a0) | (p(B) + p(E2)) = |f(z0)|, 
这 是 一 个 矛盾 。 它 说 明 | f(zo + re*)| = | f(zo)| 对 每 个 0 € 1[0， 
2rj] 都 成 立 。 由 于 > 是 使 得 2(r) c 2 的 任意 正 数 ,可 知 | f(z)| 在 
一 个 包含 于 2 中 的 小 邻 域 jz| jz - zo| < ro} 上 都 为 | f(zo0)| 。 根 
据 前 面 的 解释 ,这 说 明 /(z) 在 Q 上 为 常数 。 这 个 矛盾 就 说 明了 
f(z) 的 最 大 值 只 能 在 边界 90 上 的 点 取 到 。 


附录 二 解析 数论 中 的 求 和 与 交换 求 和 


解析 数论 中 大 量 的 内 容 都 是 在 与 求 和 打交道 ,这 里 我 们 就 本 
书 中 出 现 的 涉及 求 和 的 一 些 原则 加 以 说 明 。 

(1) 一 变量 求 和 

我 们 在 下 面 的 表述 中 ,通常 把 一 个 正 整 变量 局 限于 取 值 在 某 
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个 有 限 区 间 1 中, 并且“x 有 P” 表 示 正 整 变量 x 具有 茶 种 特殊 的 
性 质 Po 设 f(x) 为 任 一 个 随 x 而 变 的 函数 , 则 


x 有 P 
就 表示 将 所 有 属于 1 且 具 有 性 质 P 的 不 同 的 正 整 变量 x 所 对 应 的 
值 f(x) 加 起 来 求 和 。 这 里 须 指出 的 是 , 奉 x1 关 x2, 却 可 能 
mm =F 

(2) 二 变量 求 和 的 交换 求 和 

设 为 一 个 有 限 闭 区 间 ,fi(x) 与 f(x) 为 石上 的 严格 单调 
连续 实 函 数 ,上 且 当 关 -多 /1 时 ,a < fi(x) < f(x) < bb 为 有 
限 的 数 ,a < bo。Pi 与 忆 分别 表 示 两 种 性 质 ,f(x1, xs) 表示 与 二 
个 正 整 变量 x 与 xx 有 关 的 复 值 函数 ,xi € ,a < x2 < 5b。 则 我 
们 有 

1 fwis%2) = 3 Hm we)» 


XE n f(x) <% spl%) X <x, <X, f(x)<% sf (zx) 


“有 P 各 有 P, x 有 Pp, %] 有 Pw E 1 


其 中 XI 二 min (fi(%1)), x2 一 max( 有 1(%1))。 为 了 证 明 这 个 等 式 ， 
我 们 只 需 引 进 辅助 函数 
1, 右 (wm) < wa (MN), 


sm) = on. 

然后 将 它 与 f(x1,x2) 相 乘 ,从 而 容易 看 出 交换 求 和 是 许可 的 。 并 
且 ,我 们 进一步 指出 ,对 每 个 满足 “XX < x < X,x, 有 P 的 正 
整数 x,, 满 足 “ 有 (x1) < x2 < fi1(x2) 且 x1 € ”的 实 变量 ”是 
由 一 个 区 间 构 成 的 (可 能 为 空 集 )。 对 此 ,我 们 分 几 种 情况 讨论 。 

( 工 ) 满足 条 件 f(x1) < xz 且 xi1 € 荆 的 实 变 量 wi 由 一 个 闭 
区 间 构 成 。 

(a) 右面 三 22 苹 max( 有 i(*1)), 则 由 连续 函数 的 性 厦 可 知 存 
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在 & € 了 ,使 得 x, = 有 1(&)。 于 是 , 按 fi 是 严格 单调 增 或 严格 单调 
降 的 ,条 件 “ Sm ee wos 分 别 等 价 于 ” CQ 之 区 下 或 
和 
(b) 大 Xs > x2 三 max(fi(x)), 则 “fi(wi) < rN EN" 


J i 2 

( 卫 ) 利用 户 (x) 是 石上 严格 单调 连续 函数 的 条 件 , 可 与 ( 工 ) 
类 似 地 证 明 :满足 条 件 “P(xi) = xx1E ”的 实 变 量 xi 由 一 
个 财 区 间 组 成 。 

( 亚 ) 由 于 两 个 财 区 间 之 交 或 为 空 集 ,或 为 一 个 财 区 间 ,而 满 
是 “fi(x1) 三 和 三 亡 (xi) 且 xiE7” 的 实 变量 x; 的 全 体 的 集合 
是 交集 
{x SS I | fi(x1) = Wa 过 X2| f {x E 厂 | Xi 三 《2 SS (wi 
i 由 ( 工 ) 与 (了 ) 可 知 , 满 足 “f(w1) < xz 所 (x1) HL wi € 

”的 实 变 量 x 的 全 体 为 包含 于 六 中 的 一 个 区 间 。 由 此 ,我们 能 
risa 顺序 加 以 互 换 。 当 fi(x1) = a 或 
p(x1) =5 时 ,可 用 类 似 的 方法 证 明 这 种 求 和 顺序 的 互 换 仍 是 许 
可 的 车 fi(x1) = a,fp(x1) =b, 则 显然 求 和 的 顺序 可 以 互 换 , 注 
癌 ， 加 有 忆 可 以 是 疡 满 足 一 个 不 守节 “了 区 炬 妆 和 。 

(3) 求 和 与 积分 的 交换 顺序 

设 n 代表 正 整 数 ,7 为 一 个 闭 区 间 ,fi(n) 与 p(n) 为 两 个 了 
上 单调 函数 ,= Pa) = fi(n) = a,a 与 b 为 有 限 数 , 对 每 个 
n GE 7 实数 FF(n,u) 都 在 [a,bj」 上 Riemann 可 积 ,P 代表 一 种 
性 质 。 则 


Sl nm, u)du | ( 这 F(n,u))du, 


n€E1* fi(n) uy fi (nu 2 n) 
AP nE 1Hn 有 P 


其 中 心 = min(fi(n)), wu = max(f2(n))。 为 证 这 个 等 式 ,对 每 个 
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n € 1, 定义 
ye 本 (n(n 
0, 若 w € [ui,wl,w ELfi(n), fln)] 
显然 ,A 和.(u) 为 Lui, wz] 上 的 有 界 变 差 函 数 。 因此 , 由 书 中 引 理 
3.3.4 可 知 4,(w) 在 [ui,w2] 上 Riemann 可 积 。 由 于 F(n,w) 在 
[a,b] 的 任何 部 分 区 间 上 都 可 积 ,所 以 


-3 Fln,ujdu = > A (i) P(N i) du 


nEl 上 
nn 有 P Es 
= 这 lim ( >》7 (SAx) = Jim ( 之 ， ,EN 
l<si<M 0 i<M 
= lim( 5 (POE)AR) = | (PAs) Flnsu)) du 
Ts yp 
| ( F(n,u))du; 
区 
i n)suspln n) 


其 中 我 们 简 记 (wu) = 4,(F)(n,w), 并 对 任意 大 正 整 数 导 , 取 了 
区 间 [ ui, uz] 的 M 等 分 : 
Ul = Xo < XI < ”< XM+1 = 2， 


L2 一 Ul 


Ax; = %i#l = Wi = M 


而 & 为 区 间 [L%; ,xiw1] 中 任 取 的 一 个 数 。 这 里 我 们 注意 ,有 限 求 和 
与 求 极 限 总 是 可 以 交换 的 。 当 F(7%,w) 为 复 函 数 时 , 右 设 
F(xN,) = (nu) + iY(n, i), 

X(n,u) 与 Y(n,u) 都 是 [a,b] 上 Riemann 可 积 的 函数 , 则 按照 
附录 一 的 (2) 的 ( 工 ) 中 的 定义 ,可 证 明 类 似 的 求 和 与 积分 的 交换 
仍然 合理 。 

(4) 多 重 求 和 的 一 个 基本 原则 

在 多 重 求 和 时 , 先 对 较 大 的 变量 求 和 , 仅 在 对 较 大 变量 的 求 
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和 行 不 通 时 , 才 先 对 较 小 的 变量 求 和 。 
(5) 无 限 的 情形 
若 求 和 的 区 间 为 无 限 的 ,或 积分 的 上 、 下 为 无 限 , 则 我 们 可 以 
用 有 限 加 以 逼近 。 确 切 地 说 , 当 求 和 的 限制 为 c < x < + % , 则 我 
们 可 以 先 求 >，, 然 后 令 N 一 + % 。 积 分 的 处 理 也 类 似 。 当 然 ,用 


a<x<N 


求 极 限 的 方法 从 有 限 过 渡 到 无 限 ,也 是 数学 分 析 的 出 发 点 。 
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信 
St | 六 i a 2 A(n))) ， 
qs<0(a,g)= ne<x 
a n=a(mod gq) Ee 1 
Wg = DD DB An) 
gqg<Q(a,g)=1 
lsa<g = Bre 


其 中 A(n) 与 po(9) 分别 为 von dl 函数 与 Euler 困 数 。 早 在 
1995 年 ,在 论文 [13] 中 ,我 就 能 够 在 


clog % 
log logx ) (1) 


这 个 0 的 变化 范 围 内 (其 中 e 为 一 适当 小 的 可 计算 的 正 的 常数 ) 
求 出 均值 和 S(Q,x) 的 阶 为 Oxlog x 的 下 界 估计 (参见 本 书 
8$ 3.2) ,而 采用 Hooley 发 表 于 2000 年 的 论文 [LH7] 中 的 方法 , 则 无 


论 对 S(Q,x) 还 是 5S(0,x) ,都 项 多 只 能 在 

多) (2 
(e 为 任 小 正常 数 ) 中 才能 获得 阶 为 Qxlog x 的 下 界 估 计 , 这 是 由 
于 Hooley 的 方法 必须 用 到 系数 定理 ,显然 ,范围 (1) 比 范 围 (2) 
大 。 因 此 ,在 这 个 意义 上 ,我 的 结果 仍 未 被 超越 。 


% > 0 > xexp(— 
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在 我 的 新 文章 [L6] 中 (又 见 本 书 § 3.3) ,我 则 在 
x = 0 = xexp(— A(log we) (3) 


时 可 获得 $8(0Q,x)( 以 及 S$(Q,x)) 的 渐 近 展开 式 (4 为 某 正 的 党 
数 ) ,由 此 既 可 获得 S(0,x) 精密 的 下 界 , 又 可 知 SCQ,x) 的 上 寞 
是 与 上- 函数 的 “例外 零点 ”紧密 相关 的 ,而 Hooley 的 方法 在 范 
围 (2) 中 则 只 能 给 出 5(Q,x) 的 下 春 。 

(Hooley 文 [H7]p.66 上 Lemma 2) 的 证 明 有 误 ,事实 上 由 p.65 


上 关于 DW = D(x - n)A%(n) 的 渐 近 公式 并 不 能 
Tauberian HY 人 直接 导出 Lemma 2 ,因为 当 y < x 时 R < 2yexp(- 


lomy) 未 必 成 立 ,不 过 采用 pp.62 ~ 65 上 的 类 似 方法 ,似乎 可 以 
用 围 道 积分 方法 直接 证 明 Lemma 2 ) . 
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